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Ïðåäèñëîâèå
Ìàòðîèäû áûëè ââåäåíû â 1935 ã. Ïèîíåðñêàÿ ðàáîòà Õ. Óèòíè íàçûâàëàñü
�On the abstract properties of linear dependence� (�Ê àáñòàêòíûì ñâîéñòâàì ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè�). Õ. Óèòíè îáíàðóæèë, ÷òî ìîæíî ñ åäèíûõ ïîçèöèé ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïîíÿòèÿ çàâèñèìîñòè â ëèíåéíîé àëãåáðå è òåîðèè ãðàôîâ. Ñèíòåç
èäåé ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ïëîäîòâîðíîãî ðàçâè-
òèÿ òåîðèè ìàòðîèäîâ.

Ìàòðîèäíûå ñòóêòóðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â òåîðèè êîìáèíà-
òîðíîé îïòèìèçàöèè, ÿâëÿÿñü îñíîâîé ïðèìåíåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ �æàäíûõ�
àëãîðèòìîâ (ñì. �5). Èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè íà÷àëèñü â êîíöå 50-õ ãî-
äîâ ïðîøëîãî âåêà. Ïîçäíåå òåîðèÿ ìàòðîèäîâ íàøëà ñâî¼ ïðèìåíåíèå è ïðè
àíàëèçå íàä¼æíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ ñõåì.

Êîíåö XX âåêà îçíàìåíîâàëñÿ áóðíûì ðàçâèòèåì êðèïòîãðàôèè. Â êíèãå
[3] ïîêàçàíà ñâÿçü èäåàëüíûõ ñõåì ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà ñ ìàòðîèäàìè.

Â ñèëó ñâîåé ìîëîäîñòè òåîðèÿ ìàòðîèäîâ îòðàæåíà â èìåþùåéñÿ ëèòåðà-
òóðå âåñüìà ñêðîìíî. Â íàøåì áèáëèîãðàôè÷åñêîì ñïèñêå ïðèâåä¼í äîñòàòî÷-
íî ïîëíûé ïåðå÷åíü èçäàííûõ íà ðóññêîì ÿçûêå ó÷åáíèêîâ äëÿ âóçîâ, â êîòî-
ðûõ èìåþòñÿ ãëàâû, ïîñâÿù¼ííûå ìàòðîèäàì. Ïðè ñîçäàíèè äàííîãî ó÷åáíîãî
ïîñîáèÿ áûëà òàêæå èñïîëüçîâàíà ìîíîãðàôèÿ [13], èç êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè,
ïîçàèìñòâîâàíû èçÿùíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ýäìîíäñà � Ôàëêåðñîíà (�8)
è ðÿä óïðàæíåíèé.

Â ïðåäëàãàåìîì ÷èòàòåëþ ó÷åáíîì ïîñîáèè ïðåäñòàâëåíû íà÷àëüíûå ïîíÿ-
òèÿ òåîðèè ìàòðîèäîâ, âêëþ÷àÿ ñâÿçü ìàòðîèäîâ ñ æàäíûìè àëãîðèòìàìè è
òåîðèåé òðàíñâåðñàëåé.

Ðÿä ìàòåðèàëîâ ïîñîáèÿ îðèãèíàëüíû. Òàê, â �11 ïðèâîäÿòñÿ àâòîðñêèå
äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ ìàòðîèäîâ Ôàíî è Âàìîñà, èìåþùèå ýëåìåíòàðíûé
õàðàêòåð è äîñòóïíûå óæå ïðè íà÷àëüíîì îçíàêîìëåíèè ñ ïðåäìåòîì. Â �12
ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû ïî ïåðå÷èñëåíèþ ìàòðîèäîâ, ïîëó-
÷åííûå â äèïëîìíûõ ðàáîòàõ âûïóñêíèêîâ êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
ÞÓðÃÓ Ñ.À. Íîâîêøîíîâà è À.Ñ. Ðàäèîíîâà. Ôàêòû, ë¼ãøèå â îñíîâó çàäà÷
20�23 èç �13, áûëè ñíà÷àëà îáíàðóæåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî ïî ðåçóëüòàòàì ðà-
áîòû êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, ïåðå÷èñëÿþùåé òðàíñâåðñàëüíûå ìàòðîèäû,
êîòîðàÿ ñîñòàâëåíà À.Ñ. Ðàäèîíîâûì. Çàäà÷à 17 ïðåäëàãàëàñü íà Ìåæäóíà-
ðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì òóðíèðå ãîðîäîâ îñåíüþ 2003 ã.

Ýëåêòðîííûé àäðåñ àâòîðà: evnin@prima.susu.ac.ru. Áóäó áëàãîäàðåí çà çà-
ìå÷àíèÿ è ñîâåòû.

À.Þ. Ýâíèí, 15 àâãóñòà 2005 ã.
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1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû
Ìàòðîèä � ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà M = 〈E, J〉, ãäå
E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî;
J � ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì (àêñèîìàì íåçàâèñèìîñòè):

(J0) φ ∈ J ;

(J1) åñëè A ∈ J è B ⊂ A, òî B ∈ J ;

(J2) åñëè A ∈ J, B ∈ J è |A| = |B| + 1, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò e,
ïðèíàäëåæàùèé A è íå ïðèíàäëåæàùèé B, ÷òî B ∪ {e} ∈ J .

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà J íàçûâàþò íåçàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè. Òàêèì
îáðàçîì, àêñèîìà J1 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà
òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì, à àêñèîìà J2 óòâåðæäàåò: åñëè èìåþòñÿ äâà
íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâà, ìîùíîñòè êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó, òî â áîëåå
ìîùíîì ìíîæåñòâå åñòü ýëåìåíò, êîòîðûé îòñóòñòâóåò â ìåíåå ìîùíîì, è ïðè
äîáàâëåíèè êîòîðîãî ê ïîñëåäíåìó âíîâü ïîëó÷èòñÿ íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî.

Áàçèñ � ýòî ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî (òî åñòü
åñëè A � áàçèñ, A ⊂ B è A 6= B, òî ìíîæåñòâî B íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì).

Â ñèëó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà E â ìàòðîèäå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí áàçèñ.
Ðàíã ìàòðîèäà � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ëþáîì åãî áàçèñå.
Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ: óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî â ëþ-

áûõ äâóõ áàçèñàõ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ îäèíàêîâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü èìå-
þòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ áàçèñà A è B, è â ìíîæåñòâå A ýëåìåíòîâ áîëüøå, ÷åì
â B. Ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî A′ ⊂ A òàêîå, ÷òî |A′| = |B| + 1. Ïî àêñèîìå
J1 ìíîæåñòâî A′ � íåçàâèñèìîå, à ïî àêñèîìå J2 íàéä¼òñÿ ýëåìåíò e ∈ A′ \ B
òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî B ∪ {e} íåçàâèñèìî, íî òîãäà ìíîæåñòâî B íå ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì, òî åñòü áàçèñîì �
ïðîòèâîðå÷èå!

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ïî ìîùíîñòè íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿ-
åòñÿ è ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ, òî åñòü áàçèñîì. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ìàòðîèäå M ìîùíîñòè, ðàâíîé åãî ðàíãó, åñòü áàçèñ.

Âçÿâ ïðîèçâîëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî B è íåêîòîðûé ôèêñèðîâàí-
íûé áàçèñ A ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà J2 ìîæíî â ìíîæåñòâå A âûáðàòü |A| − |B|
ýëåìåíòîâ, ïðè äîáàâëåíèè êîòîðûõ ê ìíîæåñòâó B ïîëó÷èòñÿ íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî ìîùíîñòè |A|, òî åñòü áàçèñ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî âñÿêîå íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà.

Ìíîæåñòâî A ⊂ E, êîòîðîå â ìàòðîèäå M = 〈E, J〉 íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñè-
ìûì, íàçûâàåòñÿ çàâèñèìûì.
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Öèêë � ýòî ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ çàâèñèìîå ìíîæåñòâî (òî åñòü
åñëè A � öèêë, B ⊂ A è B 6= A, òî ìíîæåñòâî B � íåçàâèñèìîå).

Ïóñòü äàí ìàòðîèä M = 〈E, J〉. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà E íàçûâàþò ïîðÿä-
êîì ìàòðîèäà M .

Ïðèìåðû ìàòðîèäîâ
1. Òðèâèàëüíûé ìàòðîèä � ìàòðîèä 〈E, {φ}〉; â í¼ì åäèíñòâåííûì íåçà-

âèñèìûì ìíîæåñòâîì (çíà÷èò, è åäèíñòâåííûì áàçèñîì) ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå
ìíîæåñòâî. Ðàíã òðèâèàëüíîãî ìàòðîèäà ðàâåí íóëþ, à ëþáîå îäíîýëå-
ìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà E ÿâëÿåòñÿ öèêëîì.

2. Äèñêðåòíûé ìàòðîèä � ìàòðîèä 〈E, β(E)〉, ãäå β(E) � ìíîæåñòâî
âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E. Â äèñêðåòíîì ìàòðîèäå âñå ìíîæåñòâà
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, èìååòñÿ åäèíñòâåííûé áàçèñ � ñàìî ìíîæåñòâî
E, à öèêëîâ âîâñå íåò. Ðàíã äèñêðåòíîãî ìàòðîèäà ðàâåí |E|.

3. k-îäíîðîäíûé ìàòðîèä � ìàòðîèä 〈E, J〉, â êîòîðîì ëþáîå
k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà E ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Çäåñü ëþáîå
ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íå áîëåå k ýëåìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì.
Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ àêñèîì ìàòðîèäà òðèâèàëüíà. Çàìåòèì, ÷òî
äèñêðåòíûé ìàòðîèä 〈E, β(E)〉 ÿâëÿåòñÿ |E|-îäíîðîäíûì, à òðèâèàëüíûé
ìàòðîèä � 0-îäíîðîäíûì. Â k-îäíîðîäíîì ìàòðîèäå (ïðè k < |E|)
öèêëîì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå k +1-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Ðàíã k-îäíîðîäíîãî
ìàòðîèäà ðàâåí k. Èìååòñÿ ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ k-îäíîðîäíîãî
ìàòðîèäà, çàäàííîãî íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå: Uk,n.

4. Ïóñòü E � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íàä ïîëåì F , à J ñîñòîèò èç âñåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ èç E, à òàêæå ïóñòîãî ìíîæåñòâà. Òîãäà, êàê èçâåñòíî èç ëèíåéíîé
àëãåáðû, ñâîéñòâà J1 è J2 áóäóò âûïîëíåíû. Ñâîéñòâî J0 âûïîëíåíî ïî
îïðåäåëåíèþ. Ïîýòîìó 〈E, J〉 � ìàòðîèä. Åãî íàçûâàþò âåêòîðíûì.1

5. Ïóñòü A � ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ F ðàçìåðà m × n.
Áóäåì ñìîòðåòü íà ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû êàê íà âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà
Fm. Òîãäà ñòîëáöû ìàòðèöû A îáðàçóþò âåêòîðíûé ìàòðîèä; áóäåì íà-
çûâàòü åãî ìàòðè÷íûì ìàòðîèäîì, èëè (òî÷íåå) ìàòðîèäîì ñòîëá-
öîâ ìàòðèöû A. Îáîçíà÷åíèå: M [A]. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ìàòðîèä
ñòðîê ìàòðèöû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí ðàíãó ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ìàòðè÷íîãî ìàòðîèäà.

1Èíîãäà (íàïðèìåð, â [5]) äàþò áîëåå óçêîå îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ìàòðîèäà, ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî âåêòîðû èç ñèñòåìû E ïîïàðíî ðàçëè÷íû.



7

6. Ïóñòü G � ãðàô, E � ìíîæåñòâî åãî ð¼áåð. Îáúÿâèì íåçàâèñèìûìè òå
ïîäìíîæåñòâà E, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ð¼áåð íåêîòîðîãî ëåñà. Êàê èçâåñòíî
èç òåîðèè ãðàôîâ, ñâîéñòâà J0, J1 è J2 áóäóò ïðè ýòîì âûïîëíåíû. Ïî-
ëó÷åííûé ìàòðîèä íàçûâàþò ìàòðîèäîì öèêëîâ ãðàôà G è îáîçíà÷à-
þò M(G). Öèêë ìàòðîèäà áóäóò ñîñòàâëÿòü ð¼áðà, îáðàçóþùèå ïðîñòóþ
çàìêíóòóþ öåïü â ãðàôå G (òî åñòü öèêë, â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà
âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç).

7. Ïóñòü G � ãðàô, E � ìíîæåñòâî åãî ð¼áåð. Îáúÿâèì çàâèñèìûìè òå ïîä-
ìíîæåñòâà E, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëÿþùèìè ìíîæåñòâàìè. Îïÿòü æå
èç ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ãðàôîâ ñëåäóåò âûïîëíåíèå àêñèîì ìàòðîèäà. Ïî-
ëó÷åííûé ìàòðîèä íàçûâàþò ìàòðîèäîì ðàçðåçîâ ãðàôà G è îáîçíà-
÷àþò M∗(G). Öèêëó ýòîãî ìàòðîèäà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçðåç ãðàôà
G, à áàçèñó � äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó ð¼áåð ëþáîãî îñòîâíîãî ëåñà ãðà-
ôà.

Èçîìîðôèçì ìàòðîèäîâ
Ìàòðîèäû M1 = 〈E1, J1〉 è M2 = 〈E2, J2〉 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ (âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå) ϕ : E1 → E2, ñîõðà-
íÿþùàÿ íåçàâèñèìîñòü; äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî A ⊂ E1 ÿâëÿåòñÿ íåçà-
âèñèìûì â ìàòðîèäå M1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàç ýòîãî ìíîæåñòâà
ïðè çàäàííîì îòîáðàæåíèè ϕ(A) åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ìàòðîèäå M2.

Ïðèìåð. Ìàòðîèä öèêëîâ ãðàôà G, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 1, èçîìîðôåí
'

&

$

%
µ´
¶³

s

s

s

e1 e4

e5

e2

e3

Ðèñ. 1:

ìàòðîèäó ñòîëáöîâ ìàòðèöû A =

(
1 0 0 1 1
0 1 0 0 1

)
, ðàññìàòðèâàåìîé íàä

ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîâûì ïîëåì.
Ââåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
Ìàòðîèä � ãðàôè÷åñêèé, åñëè îí èçîìîðôåí ìàòðîèäó öèêëîâ íåêîòîðî-

ãî ãðàôà.
Ìàòðîèä � êîãðàôè÷åñêèé, åñëè îí èçîìîðôåí ìàòðîèäó ðàçðåçîâ íåêî-

òîðîãî ãðàôà.
Íàêîíåö, åñëè ìàòðîèä ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ãðàôè÷åñêèì è êîãðàôè-

÷åñêèì, òî åãî íàçûâàþò ïëàíàðíûì. Ýòî íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
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ïëàíàðíûé ìàòðîèä èçîìîðôåí ìàòðîèäó öèêëîâ ïëàíàðíîãî ãðàôà (äîêàçà-
òåëüñòâî ñì. â [1]).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëó÷øå îñâîèòüñÿ ñ íîâûìè ïîíÿòèÿìè, ñîâåòóåì ÷èòàòå-
ëþ ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùèå óïðàæíåíèÿ, ïîìåù¼ííûå â ïîñëåäíåì ðàçäåëå
êíèãè.

2. Äâîéñòâåííîñòü
Ïóñòü M = 〈E, J〉 � ìàòðîèä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J∗ ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ äîïîëíåíèé ê áàçèñàì ìàòðîèäà M . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî M∗ = 〈E, J∗〉 �
òàêæå ìàòðîèä (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â [5]); åãî
íàçûâàþò äâîéñòâåííûì ê M ìàòðîèäîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî áàçèñû äâîé-
ñòâåííîãî ìàòðîèäà � ýòî äîïîëíåíèÿ ê áàçèñàì èñõîäíîãî ìàòðîèäà. Îòñþäà
ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî (M∗)∗ = M � ìàòðîèä, äâîéñòâåííûé äâîéñòâåííîìó M ,
åñòü M .

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ìàòðîèä åãî ðàçðåçîâ ÿâëÿåòñÿ
äâîéñòâåííûì ìàòðîèäó öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôà G. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
â G íåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ B â ìàòðîèäå öèêëîâ M(G). Íóæíî äî-
êàçàòü, ÷òî E \ B � áàçèñ â ìàòðîèäå ðàçðåçîâ M∗(G). Áàçèñ â M(G) åñòü
îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G. Áàçèñ â M∗(G) � ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ íåðàç-
äåëÿþùåå ìíîæåñòâî â ãðàôå G. Ïðè óäàëåíèè èç ãðàôà ð¼áåð, ñîñòàâëÿþùèõ
E \ B, îñòà¼òñÿ îñòîâíûé ëåñ, ò.å. ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà íå èçìå-
íÿåòñÿ � ïîýòîìó ìíîæåñòâî E \ B íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì. Åñëè îíî íå
ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ, òî äëÿ íåêîòîðîãî ðåáðà e /∈ E \ B íåðàçäåëÿþ-
ùèì áóäåò ìíîæåñòâî B′ = E \ B ∪ {e}. Íî òîãäà äîïîëíåíèå ê B′ ñîäåðæèò
îñòîâíûé ëåñ W . Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî |E\B′| < |B|, îòêóäà |W | < |B|, â òî âðå-
ìÿ êàê ëþáûå äâà îñòîâíûõ ëåñà (îäíîãî è òîãî æå ãðàôà) èìåþò îäèíàêîâóþ
ìîùíîñòü.

Îáðàòíî. Ïóñòü D � áàçèñ â M∗(G). Íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî E \D �
îñòîâíûé ëåñ. Ïîñêîëüêó D � íåðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî, E \D ïîêðûâàåò âñå
âåðøèíû ãðàôà G. Åñëè â E \D åñòü öèêë, âîçüì¼ì ðåáðî e, âõîäÿùåå â íåãî.
Òîãäà D ∪ {e} � òàêæå íåðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ.
Çíà÷èò, E \D � ëåñ, è ïðèòîì � îñòîâíûé. 2
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3. Ïðåäñòàâèìûå ìàòðîèäû
Ìàòðîèä ïðåäñòàâèì íàä ïîëåì F , åñëè îí èçîìîðôåí íåêîòîðîìó âåêòîð-
íîìó ìàòðîèäó íàä ýòèì ïîëåì. Åñëè ìàòðîèä ïðåäñòàâèì íàä ëþáûì ïîëåì,
åãî íàçûâàþò ðåãóëÿðíûì. Â ñëó÷àå ïðåäñòàâèìîñòè ìàòðîèäà íàä ïîëåì
GF (2) åãî íàçûâàþò áèíàðíûì, à íàä ïîëåì GF (3) � òåðíàðíûì.

Òåîðåìà 2. Ãðàôè÷åñêèé ìàòðîèä ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìàòðîèä öèêëîâ ïðîèçâîëü-
íîãî ãðàôà G ïðåäñòàâèì íàä ïîëåì GF (2). Ñîñòàâèì ìàòðèöó
A = (aij) èíöèäåíòíîñòè ãðàôà G. Ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò âåð-
øèíàì ãðàôà, à ñòîëáöû � ð¼áðàì. Åñëè j-å ðåáðî åñòü ïåòëÿ, èíöèäåíòíàÿ
i-é âåðøèíå, òî aij = 2, èíà÷å

aij =

{
1, åñëè i-ÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà j-ìó ðåáðó;
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàìåíèì â ýòîé ìàòðèöå äâîéêè íóëÿìè, îñòàâèâ äëÿ ìàòðèöû ïðåæíåå îáî-
çíà÷åíèå.

Èòàê, ìû èìååì ñîñòàâëåííóþ èç íóëåé è åäèíèö ìàòðèöó A. Ïåòëå ãðàôà
ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ñòîëáåö, à ñòîëáöû, îòâå÷àþùèå êðàòíûì ð¼áðàì, �
îäèíàêîâûå. Äîêàæåì, ÷òî ìàòðîèä ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû íàä ïîëåì GF (2)
èçîìîðôåí M(G), òî åñòü ÷òî ñòîëáöû ëèíåéíî çàâèñèìû íàä GF (2) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ð¼áðà ãðàôà G ñîäåðæàò öèêë.

Íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ íàä óêàçàííûì ïîëåì åñòü
ïðîñòî ñóììà íåêîòîðûõ èç äàííûõ âåêòîðîâ. Çíà÷èò, åñëè íåêîòîðûå ñòîëá-
öû ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñðåäè íèõ ìîæíî âûäåëèòü ñòîëáöû ñ
íóëåâîé ñóììîé. Ðàññìîòðèì ïîäãðàô G′ ãðàôà G ñ ð¼áðàìè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ýòèì ñòîëáöàì. Î÷åâèäíî, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû â ýòîì ïîäãðàôå
åñòü ÷¼òíîå ÷èñëî. Ñòàëî áûòü, â G′ åñòü öèêë (õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî G′ åñòü
îáúåäèíåíèå ýéëåðîâûõ ãðàôîâ, à â ýéëåðîâîì ãðàôå åñòü ýéëåðîâ öèêë; âïðî-
÷åì, è íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííîãî ôàêòà âåñüìà íåñëîæíî).

Îáðàòíî. Ïóñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ð¼áåð ñîäåðæèò öèêë. Åñëè ñðåäè
íèõ åñòü ïåòëÿ, òî îòâå÷àþùèé åé íóëåâîé ñòîëáåö îáåñïå÷èâàåò ëèíåéíóþ
çàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòîëáöû, îòâå÷àþùèå ð¼áðàì ïðîñòîãî öèêëà äëèíû
áîëüøå 1. Ëþáàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ñîäåðæèò â ýòèõ ñòîëáöàõ ðîâíî äâå åäèíè-
öû. Ïîýòîìó ñóììà óêàçàííûõ ñòîëáöîâ (ïî ìîäóëþ 2) ðàâíà íóëåâîìó ñòîëáöó,
÷òî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ñòîëáöîâ.2

Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå óñèëåíèå äîêàçàííîé òåîðåìû. Îêàçû-
âàåòñÿ,
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ëþáîé ãðàôè÷åñêèé ìàòðîèä ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì; òî æå âåðíî è äëÿ ëþáîãî
êîãðàôè÷åñêîãî ìàòðîèäà.

Êðîìå òîãî, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåãóëÿðíîñòè ìàòðîèäà ÿâëÿåòñÿ åãî
ïðåäñòàâèìîñòü íàä GF (2) è GF (3), òî åñòü
ìàòðîèä ðåãóëÿðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ
áèíàðíûì è òåðíàðíûì.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé èìåþòñÿ â ìîíîãðàôèè [13].

4. Ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ
Ïóñòü M = 〈E, J〉 � ìàòðîèä. Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ E îïðåäåëèì ñóæåíèå
ìàòðîèäà M íà ìíîæåñòâî A êàê ìàòðîèä M |A = 〈A, J ′〉, ãäå ìíîæåñòâî J ′

îáðàçîâàíî âñåìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà A, ÿâëÿþùèìèñÿ íåçàâèñèìûìè
ìíîæåñòâàìè ìàòðîèäà M :

J ′ = {X | X ⊂ A,X ∈ J}.
Òî, ÷òî M |A � äåéñòâèòåëüíî ìàòðîèä, î÷åâèäíî.

Íàçîâ¼ì ðàíã ìàòðîèäà M |A ðàíãîì ìíîæåñòâà A (îáîçíà÷åíèå ρ(A)), à
êàæäûé áàçèñ ýòîãî ìàòðîèäà � áàçîé ìíîæåñòâà A. Òàêèì îáðàçîì, ρ(A) �
ýòî íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A. Çàìåòèì,
÷òî M |E = M , è ïîýòîìó ðàíã ìàòðîèäà M = 〈E, J〉 ðàâåí ðàíãó ìíîæåñòâà
E, à áàçèñ ìàòðîèäà åñòü áàçà ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì îí îïðåäåë¼í. Î÷åâèäíî
òàêæå, ÷òî ρ(φ) = 0, è åñëè A ∈ J , òî ρ(A) = |A| (ðàíã íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà
ðàâåí åãî ìîùíîñòè).

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàíãîâîé ôóíêöèè ρ:

(ρ1) ∀A ⊂ E 0 ≤ ρ(A) ≤ |A|;
(ρ2) åñëè A ⊂ B, òî ρ(A) ≤ ρ(B) (ìîíîòîííîñòü);

(ρ3) ∀A,B ⊂ E ρ(A ∪B) + ρ(A ∩B) ≤ ρ(A) + ρ(B) (ïîëóìîäóëÿðíîñòü).

Âûïîëíåíèå ñâîéñòâ ρ1 è ρ2 î÷åâèäíî. Äîêàæåì ρ3.
Ïóñòü X � áàçà ìíîæåñòâà A ∩ B. Ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà J2 ìíîæåñòâî X

ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçû ìíîæåñòâà A; îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ áàçó ÷åðåç Y .
Àíàëîãè÷íî, Y äîïîëíÿåòñÿ äî áàçû Z ìíîæåñòâà A ∪B. Èòàê, èìååì

X ⊂ Y ⊂ Z è ρ(A ∩B) = |X|, ρ(A) = |Y |, ρ(A ∪B) = |Z|.
Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî

|Z|+ |X| ≤ |Y |+ ρ(B). (∗)
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Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ X ∪ (Z \ Y ) ⊂ B. Îòñþäà ρ(X ∪ (Z \ Y )) ≤ ρ(B).
Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî X ∪ (Z \ Y ) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåçàâèñèìîãî
ìíîæåñòâà Z, è, â ñèëó J1, ñàìî íåçàâèñèìî. Çíà÷èò,

ρ(X ∪ (Z \ Y )) = |X ∪ (Z \ Y )| = |X|+ |Z| − |Y |.

Òàêèì îáðàçîì, |X|+ |Z| − |Y | ≤ ρ(B), ÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó (∗).2
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìàòðîèä ìîæíî çàäàòü ÷åðåç ðàíãîâóþ ôóíêöèþ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü íà ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà E îïðåäåëåíà
öåëîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ρ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ρ1, ρ2, ρ3, à
ìíîæåñòâî J ñîñòîèò èç âñåõ òåõ ïîäìíîæåñòâ A ìíîæåñòâà E, äëÿ
êîòîðûõ ρ(A) = |A|. Òîãäà M = 〈E, J〉 ñóòü ìàòðîèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî J0 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ρ1.
Äîêàæåì J1. Ïóñòü ρ(A) = |A| è B ⊂ A. Áëàãîäàðÿ ïîëóìîäóëÿðíîñòè

ôóíêöèè ρ èìååì

ρ(B ∪ (A \B)) + ρ(B ∩ (A \B)) ≤ ρ(B) + ρ(A \B).

Íî B ∪ (A \ B) = A, è ρ(A) = |A|, à B ∩ (A \ B) = φ, è ρ(φ) = 0. Ïîýòîìó,
ó÷èòûâàÿ òàêæå ñâîéñòâî ρ1 è òî, ÷òî B ⊂ A, ïîëó÷àåì

|A| = ρ(A) ≤ ρ(B) + ρ(A \B) ≤ |B|+ |A \B| = |B|+ |A| − |B| = |A|.

Ïîñêîëüêó íà êîíöàõ ýòîé öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé ñòîèò îäíî è òî æå ÷èñëî,
âñþäó â íåé íà ñàìîì äåëå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà, â ÷àñòíîñòè, ρ(B) = |B|.
Òàêèì îáðàçîì, B ∈ J.

Ñâîéñòâî J2 áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü A, B ∈ J ,
|B| = k, |A| = k + 1. Åñëè B ⊂ A, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî |A \ B| ≥ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà e ∈ A \ B
íåâåðíî, ÷òî B ∪ {e} ∈ J. Òîãäà ρ(B ∪ {e}) 6= k + 1 è, â ñèëó ñîîòíîøåíèé
k = ρ(B) ≤ ρ(B∪{e}) ≤ |B∪{e}| = k+1 è öåëî÷èñëåííîñòè ôóíêöèè ρ, èìååì
ρ(B ∪ {e}) = k. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå e äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà c è d è ïóñòü
C = B ∪ {c}, D = B ∪ {d}. Òîãäà C ∪D = B ∪ {c, d} è C ∩D = B. Ïîýòîìó

ρ(B ∪ {c, d}) + ρ(B) = ρ(C ∪D) + ρ(C ∩D) ≤ ρ(C) + ρ(D) ≤ k + k,

îòêóäà ρ(B ∪ {c, d}) ≤ k. Òàê êàê ρ(B ∪ {c, d}) ≥ ρ(B) = k, ïîëó÷àåì
ρ(B∪{c, d}) = k. Èòàê, ïðè äîáàâëåíèè ê ìíîæåñòâó B äâóõ ýëåìåíòîâ èç A\B
ìû ïîëó÷èëè ìíîæåñòâî ñ ïðåæíèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè ρ.
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Åñëè, â ìíîæåñòâå A \ B, êðîìå c è d, åñòü åù¼, íàïðèìåð, ýëåìåíò f ,
ïîëîæèì C = B ∪ {c, d}, D = B ∪ {f} è, ïîâòîðèâ ïðåäûäóùèå âûêëàäêè,
ïîëó÷èì, ÷òî ρ(B ∪ {c, d, f}) = k.

Äîáàâëÿÿ ê ìíîæåñòâó B ïîñëåäîâàòåëüíî ýëåìåíòû èç A\B, ìû ðàíî èëè
ïîçäíî ïðèä¼ì ê ìíîæåñòâó B ∪ A, è ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî ρ(B ∪ A) = k, â
òî âðåìÿ êàê ρ(B ∪ A) ≥ ρ(A) = k + 1. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷åíî. 2

5. Æàäíûé àëãîðèòì
Âåñüìà îáùåé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè.

Ïóñòü êàæäîìó ýëåìåíòó e íåïóñòîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà E ïîñòàâëåíî â
ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî w(e), íàçûâàåìîå âåñîì ýòîãî ýëåìåíòà.
Âåñ ïîäìíîæåñòâà X ⊂ E îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âåñîâ åãî ýëåìåíòîâ:

w(X) =
∑
e∈X

w(e).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü J ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè â J ïîäìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíîãî âåñà.

Ïîäîáíûé âèä èìåþò èëè ñâîäÿòñÿ ê íåìó ìíîãèå çàäà÷è: íàïðèìåð, çàäà÷à
êîììèâîÿæ¼ðà, çàäà÷à î ðþêçàêå, çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì ñòÿãèâàþùåì äåðåâå
è äðóãèå.

Æàäíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îïèñàííîé çàäà÷è ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëü-
íîì, ýëåìåíò çà ýëåìåíòîì, ôîðìèðîâàíèè èñêîìîãî ìíîæåñòâà, ïðè÷¼ì íà
êàæäîì øàãå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E, äîáàâëåíèå êîòîðûõ ê ðàíåå
âûáðàííûì âîçìîæíî (òî åñòü ïðèâîäèò ê ê íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó èç J), âû-
áèðàåòñÿ ýëåìåíò íàèáîëüøåãî âåñà.

Ôîðìàëüíî àëãîðèòì ìîæíî îïèñàòü òàê.

1. Â êà÷åñòâå e1 âûáðàòü ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

w(e1) = max
{e}∈J

w(e).

Ñëåäóþùèé øàã âûïîëíÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà îí ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ
ôîðìèðóåìîãî ìíîæåñòâà S.

2. Åñëè S = {e1, e2, . . . , ek−1}, òî â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà
S âûáðàòü ýëåìåíò ek òàêîé, ÷òî

w(ek) = max{w(e) | {e1, e2, . . . , ek−1, e} ∈ J, e /∈ {e1, e2, . . . , ek−1}}.
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Êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ æàäíîãî àëãîðèòìà çàâèñèò âî ìíîãîì îò òîãî, ÷òî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî J .

Ïðèìåð 0. Ïóñòü E = {1, 2, 3}, J = {{1}, {1, 2}, {2, 3}}, w(1) = 3,
w(2) = 2, w(3) = 4. Äåéñòâóÿ ïî æàäíîìó àëãîðèòìó, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷èì: e1 = 1, e2 = 2 è ìíîæåñòâî {1, 2} âåñà 5, â òî âðåìÿ êàê âõîäÿ-
ùåå â J ìíîæåñòâî {2, 3} èìååò âåñ 6. Æàäíîñòü íå ïîìîãëà! Îíà íå âñåãäà
äàëüíîâèäíà!

Ïðèìåð 1. Â çàäà÷å êîììèâîÿæ¼ðà òðåáóåòñÿ íàéòè çàìêíóòûé ìàðøðóò
íàèìåíüøåé äëèíû, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç çàäàííûå ãîðîäà. Çäåñü E � ìíîæå-
ñòâî äîðîã ìåæäó ãîðîäàìè, â ðîëè âåñà äîðîãè âûñòóïàåò å¼ äëèíà. Æàäíàÿ
ñòðàòåãèÿ äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî, íà÷àâ ìàðøðóò â
ïðîèçâîëüíîì ãîðîäå, â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ãîðîäà íà êàæäîì øàãå âûáèðàåì
òàêîé ðàíåå íå ïîñåù¼ííûé ãîðîä, ê êîòîðîìó âåä¼ò ñàìàÿ êîðîòêàÿ äîðîãà.

Ïðèìåð 2. Â çàäà÷å î ìèíèìàëüíîì ñòÿãèâàþùåì äåðåâå òðåáóåòñÿ â çà-
äàííîì ñâÿçíîì âçâåøåííîì ãðàôå G = 〈V,E〉 âûäåëèòü ñòÿãèâàþùåå äåðåâî
ìèíèìàëüíîãî âåñà. Çäåñü E � ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôà, à J ñîñòîèò èç âñåõ
åãî ñòÿãèâàþùèõ äåðåâüåâ. Åñëè w′(e) � âåñ ðåáðà e, à ÷èñëî M áîëüøå âåñà
ëþáîãî ðåáðà, òî ïîëîæèâ w(e) = M −w′(e), ïåðåéä¼ì îò çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè. Ýòî ñòàíäàðòíûé ïðè¼ì, íî öåííîñòü åãî ñêîðåå ÷èñòî
òåîðåòè÷åñêàÿ, ïîñêîëüêó åù¼ ïðîùå â îïèñàííîì àëãîðèòìå çàìåíèòü âñþäó
íàõîæäåíèå ìàêñèìóìà íàõîæäåíèåì ìèíèìóìà. Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåàëèçà-
öèè æàäíîé ñòðàòåãèè äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà
(àëãîðèòìû Êðàñêàëà è Ïðèìà) îáñóæäàþòñÿ â [11]. Î÷åíü èíòåðåñíûì ÿâëÿ-
åòñÿ òàêæå àëãîðèòì Á¼ðæà, îïèñàííûé â ìîíîãðàôèè [7].

Èçâåñòíî, ÷òî æàäíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è èç ïðèìåðà 2 âñåãäà äà¼ò îï-
òèìàëüíîå ðåøåíèå, à äëÿ çàäà÷è èç ïðèìåðà 1 � íå âñåãäà.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûÿñíèì, êàêèì òðåáîâàíèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ J , ÷òîáû æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðèâîäèëà ê îïòèìàëüíîìó
ðåøåíèþ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü M = 〈E, J〉 � ìàòðîèä, à íà ìíîæåñòâå E îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ âåñà w : E → R+. Òîãäà æàäíûé àëãîðèòì âûäåëÿåò íåçàâèñèìîå
ïîäìíîæåñòâî E íàèáîëüøåãî âåñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ðàáîòû æàäíîãî àëãîðèòìà ñôîðìè-
ðîâàíî ìíîæåñòâî I = {e1, e2, . . . , es}. Ïî ñìûñëó àëãîðèòìà ýëåìåíòû ýòîãî
ìíîæåñòâà ïðîèíäåêñèðîâàíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ âåñà:

w(e1) ≥ w(e2) ≥ . . . ≥ w(es).
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Âîçüì¼ì â E ïðîèçâîëüíîå íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî L = {e′1, e′2, . . . , e′t} ìàê-
ñèìàëüíîãî âåñà, ñ÷èòàÿ, ÷òî

w(e′1) ≥ w(e′2) ≥ . . . ≥ w(e′t).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî L ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè ìíîæåñòâ, âõî-
äÿùèõ â J (èíà÷å åãî ìîæíî ðàñøèðèòü, à âåñ ïðè ýòîì íå óìåíüøèòñÿ). Ìíî-
æåñòâî I ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ ïî ñàìîìó ñìûñëó æàäíîãî àëãîðèòìà.
Òàêèì îáðàçîì, è L, è I � áàçèñû ìàòðîèäà. Çíà÷èò, êàê íàì óæå èçâåñòíî, â
íèõ ïîðîâíó ýëåìåíòîâ: t = s.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî i âåðíî íåðàâåíñòâî w(ei) ≥ w(e′i).
Áàçà èíäóêöèè îáåñïå÷åíà ïåðâûì øàãîì æàäíîãî àëãîðèòìà.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ ëþáîãî k < n óæå óñòàíîâëåíî, ÷òî w(ek) ≥ w(e′k). Íóæíî
äîêàçàòü, ÷òî w(en) ≥ w(e′n).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê: w(en) < w(e′n). Ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâî

A = {e ∈ E | w(e) ≥ w(e′n)}.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ìàòðîèäà M = 〈E, J〉 íà ìíîæåñòâî A � ìàòðîèä
M ′ = M |A. Ïîñêîëüêó

w(e1) ≥ w(e2) ≥ . . . ≥ w(en−1) ≥ w(e′n−1) ≥ w(e′n),

ìíîæåñòâî B = {e1, e2, . . . , en−1} ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A. Ýòî
ìíîæåñòâî íåçàâèñèìî (áóäó÷è ïîäìíîæåñòâîì íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà I) è
ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â A èìååòñÿ áîëåå øèðî-
êîå íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî {e1, e2, . . . , en−1, e}, òî w(e) ≥ w(e′n) > w(en), è
æàäíûé àëãîðèòì äîëæåí áû áûë íà n-ì øàãå âêëþ÷àòü â ôîðìèðóåìîå ìíî-
æåñòâî âìåñòî ýëåìåíòà en ýëåìåíò e. Èòàê, B � áàçèñ â ìàòðîèäå M ′. Îäíàêî,
â M ′ ñîäåðæèòñÿ è íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî C = {e′1, e′2, . . . , e′n} (îíî ÿâëÿåò-
ñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà L). Ïîëó÷èëîñü, ÷òî â íåêîòîðîì
íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ìàòðîèäà M ′ ýëåìåíòîâ áîëüøå, ÷åì â åãî áàçèñå. Ïðî-
òèâîðå÷èå!

Èòàê, äëÿ âñåõ i ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî w(ei) ≥ w(e′i). Òîãäà

w(I) =
s∑

i=1

w(ei) ≥
s∑

i=1

w(e′i) = w(L).

Çíà÷èò, I � íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíîãî âåñà. 2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çàäà÷è ñ ìàòðîèäíîé ñòðóê-
òóðîé â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè I ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîèçâîëüíûì íåçàâèñèìûì
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ìíîæåñòâîì L áîëüøå (åñëè âûðàçèòüñÿ áîëåå àêêóðàòíî, íå ìåíüøå) íå òîëü-
êî âåñ âñåãî ìíîæåñòâà, íî òàêæå âåñ i-ãî ïî âåñó ýëåìåíòà äëÿ êàæäîãî i.
Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå òî, ÷òî îíî
öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åíèåì âåñîâ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E, íî íå èõ
êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè.

Çäåñü æå îòìåòèì, ÷åì æàäíûå àëãîðèòìû ïðèâëåêàòåëüíû äëÿ ïðîãðàì-
ìèñòîâ. Âî-ïåðâûõ, ýòè àëãîðèòìû îáû÷íî ëåãêè äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(âñïîìíèì, íàïðèìåð, àëãîðèòì Ïðèìà). Âî-âòîðûõ, îíè èìåþò, êàê ïðàâèëî,
ïîëèíîìèàëüíûå îöåíêè òðóäî¼ìêîñòè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èñêîìîå
ìíîæåñòâî ôîðìèðóåòñÿ ýëåìåíò çà ýëåìåíòîì, â îòëè÷èå îò àëãîðèòìîâ
òèïà ïåðåáîðà ñ âîçâðàòîì, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
òðóäî¼ìêîñòü.

Èòàê, â ñëó÷àå ìàòðîèäíîé ñòðóêòóðû ïîäìíîæåñòâ æàäíûé àëãîðèòì ïðè-
âîäèò ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ. Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå, âîçíèêàþùåå ïðè åñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè î çàìêíóòîñòè ñèñòå-
ìû ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü J � íåïóñòàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E
òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå J1. Åñëè äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè w :
E → R+ æàäíûé àëãîðèòì íàõîäèò ïîäìíîæåñòâî E íàèáîëüøåãî âåñà, òî
〈E, J〉 � ìàòðîèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð âåñîâîé ôóíêöèè, äëÿ êîòî-
ðîé æàäíûé àëãîðèòì, ïðèìåí¼ííûé ê çàäà÷å, â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
J0 è J1 è íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå J2, íå äà¼ò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ïóñòü ïîäìíîæåñòâà A è B ìíîæåñòâà E òàêîâû, ÷òî |A| = k + 1, |B| = k,
è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà e ∈ A \B ìíîæåñòâî B ∪{e} íå âõîäèò â J . Îïðåäåëèì
âåñîâóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w(e) =





k + 2, åñëè e ∈ B;
k + 1, åñëè e ∈ A \B;

0, åñëè e /∈ A ∪B.

Æàäíûé àëãîðèòì ñíà÷àëà âûáåðåò âñå k ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B, ïîñëå ÷åãî
íå ñìîæåò äîáàâèòü ê íåìó íè îäíîãî ýëåìåíòà íåíóëåâîãî âåñà. Òàêèì îáðàçîì,
áóäåò ñôîðìèðîâàíî ïîäìíîæåñòâî âåñà (k + 2)k = k2 + 2k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ìíîæåñòâî A èìååò çàâåäîìî á�îëüøèé âåñ, ïîñêîëüêó âåñ êàæäîãî èç k + 1 åãî
ýëåìåíòîâ íå ìåíüøå, ÷åì k + 1, è

w(A) ≥ (k + 1)2 > k2 + 2k.

Æàäíûé àëãîðèòì íå ïðèâ¼ë ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è. 2
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6. Îäíà çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà
Ñëåäóÿ [4], ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðàêòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, â êîòîðîé âîçíèêàåò
ñòðóêòóðà ìàòðîèäà.

Ïóñòü íåêîòîðûé îáúåêò ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ íåñêîëüêèõ íåçàâèñè-
ìûõ ôàêòîðîâ. Â ðåçóëüòàòå åäèíè÷íîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî íàéòè íåêîòî-
ðóþ ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó îáúåêòà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé çíà÷åíèé
óêàçàííûõ ôàêòîðîâ. Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ìîäåëè ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä:

f = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn,

ãäå f � ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà îáúåêòà, n � îáùåå êîëè÷åñòâî ôàêòîðîâ, xi

� çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ, ci � êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå íàäëåæèò îïðåäåëèòü â
ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ. Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì ôàê-
òîðû ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî â îïðåäåë¼ííûõ êîìáèíàöèÿõ. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî òàêèõ êîìáèíàöèé m, ïðè÷¼ì m ≥ n.

Ïðèìåð. Ïóñòü èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå ñîäåðæàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìèíåðàëîâ â
ïî÷âå íà ïîâûøåíèå óðîæàéíîñòè íåêîòîðîé çåðíîâîé êóëüòóðû. Ïðè ýòîì â
ðàñïîðÿæåíèè ýêñïåðèìåíòàòîðîâ èìååòñÿ m ðàçëè÷íûõ óäîáðåíèé, êàæäîå
èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìåñü óêàçàííûõ ìèíåðàëîâ â îïðåäåë¼ííûõ
ïðîïîðöèÿõ.

Â ïðèíöèïå ìîæíî ïðîâåñòè m ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ïîëó÷èòü m
óðàâíåíèé:

a11c1 + a12c2 + . . . + a1ncn = f1;
a21c1 + a22c2 + . . . + a2ncn = f2;

. . .
am1c1 + am2c2 + . . . + amncn = fm.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé ýêñïåðèìåíò èìååò ñâîþ öåíó, èçâåñòíóþ ýêñ-
ïåðèìåíòàòîðàì, à òå æåëàþò ïðîâåñòè íàèáîëåå äåø¼âóþ ñåðèþ îïûòîâ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ ci. Äëÿ ýòîãî èì íóæíî â ìàòðèöå A =
(aij) âûáðàòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ñ íàèìåíüøèì ñóììàðíûì âåñîì,
ãäå âåñ i-é ñòðîêè åñòü ñòîèìîñòü i-ãî ýêñïåðèìåíòà. Ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà,
åñëè ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí n; áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîë-
íÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ìàòðîèä ñòðîê ìàòðèöû A. Êàæäûé áàçèñ ìàòðîèäà ñîñòîèò
èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ-ñòðîê. Áàçèñ íàèìåíüøåãî âåñà êàê ðàç
è åñòü òî, ÷òî íàì òðåáóåòñÿ: îí ñîäåðæèò ñòðîêè, îïðåäåëÿþùèå íàèáîëåå
äåø¼âóþ ñèñòåìó ýêñïåðèìåíòîâ.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî â [4] ïðèâîäèòñÿ âàðèàíò æàäíîãî àëãîðèòìà
äëÿ ìàòðè÷íîãî ìàòðîèäà, îñíîâàííûé íà êëàññè÷åñêîì ìåòîäå Ãàóññà ïðèâå-
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äåíèÿ ìàòðèöû ê òðåóãîëüíîìó âèäó. Òðóäî¼ìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà � ïîðÿä-
êà m2n îïåðàöèé.

7. Òðàíñâåðñàëè
Ïóñòü E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, P = (S1, S2, . . . , Sm) � íåêîòîðàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ (îíè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ è äàæå
ñîâïàäàòü). Òðàíñâåðñàëüþ (èëè ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé)
äëÿ ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ P íàçûâàþò ìíîæåñòâî T = {t1, t2, . . . , tm} òàêîå,
÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà i ýëåìåíò ti ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Si; ïðè ýòîì ïðè
ðàçëè÷íûõ i è j ýëåìåíòû ti è tj òàêæå ðàçëè÷íû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òðàíñâåðñàëü ñîñòîèò èç m ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé
m ìíîæåñòâ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ïðåäñòàâèòåëþ îäíîãî ìíîæåñòâà íå âîç-
áðàíÿåòñÿ áûòü ÷ëåíîì è äðóãèõ ìíîæåñòâ.

Òðàíñâåðñàëü ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
P = (S1, S2, . . . , Sm) íàçûâàþò ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëüþ äëÿ P . Ïóñòîå
ìíîæåñòâî òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëüþ: òîãäà ëþáîå
ïîäìíîæåñòâî ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëè åñòü ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü.

Ïðèìåð 1. Èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàáîòíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò âû-
ïîëíÿòü îïðåäåë¼ííîå (ñâî¼ äëÿ êàæäîãî ðàáîòíèêà) ìíîæåñòâî ðàáîò. Ïðè
ýòîì äëÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû òðåáóåòñÿ ðîâíî îäèí ÷åëîâåê. Òðåáóåòñÿ
òàê ðàñïðåäåëèòü èìåþùóþñÿ ðàáî÷óþ ñèëó, ÷òîáû êàæäàÿ ðàáîòà âûïîëíÿ-
ëàñü. Ôîðìàëèçóÿ ýòó çàäà÷ó, èìååì: E � ìíîæåñòâî ðàáîòíèêîâ, ìíîæåñòâî Si

cîñòîèò èç òåõ ðàáîòíèêîâ, êîòîðûå ìîãóò âûïîëíÿòü i-þ ðàáîòó. Íàçíà÷åíèÿ
íà êàæäûé âèä ðàáîò ñâîäÿòñÿ ê îòûñêàíèþ òðàíñâåðñàëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìíîæåñòâ P = (S1, S2, . . . , Sm), ãäå m � îáùåå êîëè÷åñòâî ðàáîò.

Ïðèìåð 2. Â íåêîòîðîì ó÷ðåæäåíèè èìååòñÿ m êîìèññèé. Òðåáóåòñÿ èç
ñîñòàâà êàæäîé êîìèññèè íàçíà÷èòü èõ ïðåäñåäàòåëåé òàê, ÷òîáû íè îäèí ÷å-
ëîâåê íå ïðåäñåäàòåëüñòâîâàë áîëåå ÷åì â îäíîé êîìèññèè. Çäåñü òðàíñâåðñàëü
êîìèññèé ñîñòàâÿò èõ ïðåäñåäàòåëè.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü S1 = S2 = {1, 2}, S3 = S4 = {2, 3}, S5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëè äëÿ P = (S1, S2, S3, S4, S5), îä-
íàêî, íàïðèìåð, ýëåìåíòû 1, 2, 3, 6 ñîñòàâëÿþò òðàíñâåðñàëü äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè P ′ = (S1, S2, S3, S5), òî åñòü ÷àñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü äëÿ P .

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñâåðñàëè äà¼ò ñëå-
äóþùàÿ

Òåîðåìà 6. Ïóñòü E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ P = (S1, S2, . . . , Sm) èìååò òðàíñâåðñàëü
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåäèíåíèå ëþáûõ k ïîäìíîæåñòâ èç ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñîäåðæèò íå ìåíåå k ýëåìåíòîâ, ãäå k � ïðîèçâîëüíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äàäèì êðàòêóþ çàïèñü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
òðàíñâåðñàëè èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû:

∀A ⊂ {1, 2, . . . ,m} | ∪
i∈A

Si| ≥ |A|. (1)

Íåîáõîäèìîñòü äàííîãî óñëîâèÿ î÷åâèäíà. Ïåðåéä¼ì ê äîñòàòî÷íîñòè.
Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì
Óòâåðæäåíèå. Åñëè â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, íàïðèìåð, â S1, íå ìåíåå

äâóõ ýëåìåíòîâ, òî èç ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî óäàëèòü îäèí ýëåìåíò, íå
íàðóøèâ ïðè ýòîì óñëîâèÿ (1).

Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü |S1| ≥ 2 è, êàêîé ýëåìåíò íè óäàëèòü èç S1, óñëîâèå
(1) íå áóäåò âûïîëíåíî. Âîçüì¼ì äâà ýëåìåíòà x è y èç ìíîæåñòâà S1. Äëÿ
íèõ íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ A′ = {1} ∪ A è B′ = {1} ∪ B, ãäå
A,B ⊂ {2, 3, . . . , m}, ÷òî
| ∪

i∈A
Si ∪ (S1 \ {x})| < |A′| = |A|+ 1 è | ∪

i∈B
Si ∪ (S1 \ {y})| < |B′| = |B|+ 1. (2)

Ïîëîæèì:
X = ∪

i∈A
Si ∪ (S1 \ {x}), Y = ∪

i∈B
Si ∪ (S1 \ {y}).

Ñîîòíîøåíèÿ (2) ïåðåïèøåì â âèäå:

|X| ≤ |A|; |Y | ≤ |B|,
îòêóäà

|X|+ |Y | ≤ |A|+ |B|. (3)

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé âàðèàíò ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ-
èñêëþ÷åíèÿ:

|C|+ |D| = |C ∪D|+ |C ∩D|, (4)

ãäå C è D � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà.
Ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ (1) îöåíèì ñíèçó ìîùíîñòè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ

ìíîæåñòâ X è Y . Ïîñêîëüêó

X ∪ Y = ∪
i∈A∪B

Si ∪ (S1 \ {x}) ∪ (S1 \ {y}) = ∪
i∈A∪B

Si ∪ S1,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|X ∪ Y | ≥ |A ∪B|+ 1. (5)
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Â ñèëó òîãî, ÷òî
X ∩ Y ⊃ ∪

i∈A∩B
Si,

èìååì
|X ∩ Y | ≥ |A ∩B|. (6)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (5) è (6), äâàæäû èñïîëüçîâàâ òîæäåñòâî (4):

|X|+ |Y | = |X ∪ Y |+ |X ∩ Y | ≥ |A ∪B|+ |A ∩B|+ 1 = |A|+ |B|+ 1.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì (3) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåð-
æäåíèÿ.

Áóäåì ïðèìåíÿòü ïðîöåäóðó èç óòâåðæäåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ó íàñ íå îñòà-
íóòñÿ ëèøü îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà. Ïðè ýòîì â îáúåäèíåíèè ëþáûõ k èç
íèõ ñîäåðæèòñÿ k ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò, âñå ýòè ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-
þòñÿ, à èõ îáúåäèíåíèå è åñòü èñêîìàÿ òðàíñâåðñàëü. 2

Çàìå÷àíèå. Èñêóø¼ííûé ÷èòàòåëü, íàâåðíîå, ñðàçó óçíàë â òåîðåìå î ñó-
ùåñòâîâàíèè òðàíñâåðñàëè òåîðåìó Õîëëà (ñì., íàïðèìåð, [10]). Äåéñòâèòåëü-
íî, ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô ñ äîëÿìè V1 = {v1, v2, . . . , vm} è
V2 = S1 ∪ S2 ∪ . . .∪ Sm, â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî i ìíîæåñòâî Si åñòü ìíîæåñòâî
âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé vi. Òîãäà òðàíñâåðñàëü çàäà¼ò ñîâåðøåííîå ïàðî-
ñî÷åòàíèå èç V1 â V2. Â ìàòðèìîíèàëüíîé òðàêòîâêå òåîðåìû Õîëëà ìíîæåñòâî
Si ñîñòîèò èç äåâóøåê, çíàêîìûõ i-ìó þíîøå, à òðàíñâåðñàëü åñòü ìíîæåñòâî
ñ÷àñòëèâûõ íåâåñò. Èäåÿ èçëîæåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà, ïðèíàäëåæàùåãî
Ð. Ðàäî, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò. Îá ýòîì ïîéä¼ò ðå÷ü â �9..
À ñåé÷àñ óñòàíîâèì äâà ñëåäñòâèÿ èç äîêàçàííîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ P = (S1, S2, . . . , Sm) èìååò ÷àñòè÷íóþ
òðàíñâåðñàëü ìîùíîñòè t òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåäèíåíèå ëþáûõ
k ïîäìíîæåñòâ èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîäåðæèò íå ìåíåå k + t −m
ýëåìåíòîâ, ãäå k � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå m,
ò.å.

∀A ⊂ {1, 2, . . . , m} | ∪
i∈A

Si| ≥ |A|+ t−m.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû, âîçüì¼ì ìíîæåñòâî D, èìåþùåå ìîùíîñòü m− t è íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ E,
è îáðàçóåì íîâîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ P ′ = (S ′1, S

′
2, . . . , S

′
m), ãäå S ′i = Si ∪D. Ñ

ïîìîùüþ m−t ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà D ëþáàÿ ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü ìîùíî-
ñòè t äîïîëíÿåòñÿ äî (ïîëíîé) òðàíñâåðñàëè. Îáðàòíî: åñëè èìååòñÿ òðàíñâåð-
ñàëü äëÿ P ′, òî âûáðîñèâ èç íå¼ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà D, ïîëó÷èì ÷àñòè÷íóþ
òðàíñâåðñàëü ìîùíîñòè íå ìåíüøå t, à, çíà÷èò, åñòü è ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü,
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ìîùíîñòü êîòîðîé ðàâíà t. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòè÷íîé òðàíñ-
âåðñàëè ìîùíîñòè t äëÿ P ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ïîëíîé òðàíñâåðñàëè
äëÿ P ′, à ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀A ⊂ {1, 2, . . . ,m} | ∪
i∈A

S ′i| = | ∪
i∈A

Si ∪D| = | ∪
i∈A

Si|+ m− t ≥ |A|.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1 çàâåðøåíî. 2

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,
P = (S1, S2, . . . , Sm) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ.
Ìíîæåñòâî X ⊂ E ñîäåðæèò ÷àñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü ìîùíîñòè t äëÿ P
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀A ⊂ {1, 2, . . . , m} |( ∪
i∈A

Si) ∩X| ≥ |A|+ t−m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì S ′i = Si∩X (äëÿ êàæäîãî i) è ïðèìåíèì ê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè P ′ = (S ′1, S

′
2, . . . , S

′
m) ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå. Ïîëó÷èì óñëîâèå

∀A ⊂ {1, 2, . . . , m} | ∪
i∈A

S ′i| ≥ |A|+ t−m.

Íî ∪S ′i = ∪(Si ∩X) = (∪Si) ∩X. 2

8. Òðàíñâåðñàëüíûé ìàòðîèä
Òåîðåìà 7. (Äæ. Ýäìîíäñ, Ä. Ôàëêåðñîí, 1965 ã.) Ïóñòü E � íåïó-

ñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, P = (S1, S2, . . . , Sm) � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ, à J � ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ òðàíñ-
âåðñàëåé äëÿ P . Òîãäà 〈E, J〉 � ìàòðîèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà J0 è J1, î÷åâèäíî, èìåþò ìåñòî. Ïðîâåðèì âû-
ïîëíåíèå àêñèîìû íåçàâèñèìîñòè J2.

Ïðèáåãíåì ê íàãëÿäíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñåìåécòâà ìíîæåñòâ
P = (S1, . . . , Sm) ñ ïîìîùüþ äâóäîëüíîãî ãðàôà G, êîòîðûé ñòðîèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðøèíû ïåðâîé äîëè V1 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü
ìíîæåñòâàì S1, . . . , Sm, âåðøèíû âòîðîé äîëè V2 � ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà E,
è (äëÿ êàæäîãî i) ð¼áðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíå Si, ñîåäèíÿþò å¼ ñî âñåìè
ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Si. Âûäåëåíèþ ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ïàðîñî÷åòàíèå (ò.å. ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ
ð¼áåð) â ýòîì ãðàôå: åñëè ýëåìåíò ti ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî Si, òî â
ïàðîñî÷åòàíèå âîéä¼ò ðåáðî Siti. Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî â ñëó÷àå òðàíñâåðñàëè
èìååì ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå èç V1 â V2.
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Ïóñòü A è B � ÷àñòè÷íûå òðàíñâåðñàëè è |A| = |B| + 1. Íóæíî äîêàçàòü,
÷òî íàéä¼òñÿ ýëåìåíò e ∈ A \B òàêîé, ÷òî B ∪ {e} � ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü.
Ïàðîñî÷åòàíèÿ, îòâå÷àþùèå óêàçàííûì ÷àñòè÷íûì òðàíñâåðñàëÿì, îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç WA è WB. Ïîêðàñèì ð¼áðà èç WA \WB â êðàñíûé öâåò,
èç WB \WA � â ñèíèé, à èç WA ∩WB � â çåë¼íûé. Êðàñíûõ ð¼áåð áóäåò íà
îäíî áîëüøå, ÷åì ñèíèõ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî çåë¼íîå ðåáðî íå ñìåæíî íè ñ
îäíèì ïîêðàøåííûì ðåáðîì.

Ðàññìîòðèì ïîäãðàô G′ èñõîäíîãî ãðàôà, îáðàçîâàííûé êðàñíûìè è ñèíè-
ìè ð¼áðàìè. Òàê êàê äâà ðåáðà îäíîãî öâåòà íå ìîãóò áûòü ñìåæíû, ñòåïåíü
êàæäîé âåðøèíû â G′ ðàâíà 1 èëè 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
G′ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öèêëû è öåïè. Â êàæäîì öèêëå è êàæäîé öåïè öâåòà
ð¼áåð ÷åðåäóþòñÿ. Ïîýòîìó â öèêëå, à òàêæå öåïè ÷¼òíîé äëèíû îäèíàêîâîå
êîëè÷åñòâî êðàñíûõ è ñèíèõ ð¼áåð. Ïîñêîëüêó êðàñíûõ ð¼áåð áîëüøå, ÷åì ñè-
íèõ, íàéä¼òñÿ öåïü C íå÷¼òíîé äëèíû v1 → v2 → . . . → v2k, â êîòîðîé ïåðâîå
è ïîñëåäíåå ðåáðî � êðàñíûå. Ðîâíî îäíà èç êîíöåâûõ âåðøèí öåïè C ëåæèò
â V2, ïóñòü ýòî âåðøèíà v1. Ýòà âåðøèíà èíöèäåíòíà òîëüêî êðàñíîìó ðåáðó è
èçîáðàæàåò ýëåìåíò èç A \ B. Êàæäàÿ èç âåðøèí v3, v5, . . . , v2k−1 èçîáðàæàåò
ýëåìåíò ìíîæåñòâà E è èíöèäåíòíà êàê êðàñíîìó, òàê è ñèíåìó ðåáðó. Çíà÷èò,
{v3, v5, . . . , v2k−1} ⊂ A ∩ B. Ïåðåêðàñèì òåïåðü öåïü C, çàìåíèâ êðàñíûé öâåò
ñèíèì, à ñèíèé êðàñíûì.

Âåðí¼ìñÿ ê ãðàôó G. Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåä¼ííîé ïåðåêðàñêè ìíîæåñòâî
âåðøèí èç V2, ïîêðûòûõ ñèíèìè è çåë¼íûìè ð¼áðàìè, ïîïîëíèëîñü âåðøèíîé
v1, òî åñòü ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü B óäëèíèëàñü çà ñ÷¼ò ýëåìåíòà èç A \B. 2

Ìàòðîèä, îáðàçîâàííûé ÷àñòè÷íûìè òðàíñâåðñàëÿìè ôèêñèðîâàííîãî ñå-
ìåéñòâà ìíîæåñòâ P , áóäåì íàçûâàòü òðàíñâåðñàëüíûì è îáîçíà÷àòü M [P ].

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è, â êîòîðîé âîçíèêàåò òðàíñâåðñàëü-
íûé ìàòðîèä.

Ïðèìåð. Èìååòñÿ m ðàáîòíèêîâ; i-é ðàáîòíèê ìîæåò âûïîëíÿòü ðàáîòû
èç ìíîæåñòâà ðàáîò Si, ãäå i = 1, 2, . . . , m. Ïóñòü îáùåå ìíîæåñòâî ðàáîò
E = ∪Si = {e1, e2, . . . , en}, à ïðèáûëü îò âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ei ðàâíà w(ei).
Òðåáóåòñÿ òàê ðàñïðåäåëèòü ðàáîòû ìåæäó ðàáîòíèêàìè (ïðè ýòîì êàæäûé
âûïîëíÿåò íå áîëåå îäíîé ðàáîòû, à äëÿ êàæäîé ðàáîòû íóæåí îäèí ðàáîò-
íèê; êàêèå-òî ðàáîòû ìîãóò îêàçàòüñÿ íåâûïîëíåííûìè, à êàêèå-òî ðàáîò-
íèêè ìîãóò îñòàòüñÿ áåç ðàáîòû), ÷òîáû îáùàÿ ïðèáûëü îò âûïîëíåíèÿ ðà-
áîò áûëà ìàêñèìàëüíîé. Ìàòåìàòè÷åñêè, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ÷à-
ñòè÷íîé òðàíñâåðñàëè íàèáîëüøåãî âåñà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ
P = (S1, S2, . . . , Sm). Äðóãèìè ñëîâàìè, íóæíî íàéòè íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî
íàèáîëüøåãî âåñà â òðàíñâåðñàëüíîì ìàòðîèäå. Äëÿ ýòîãî, êàê íàì óæå èç-
âåñòíî, ãîäèòñÿ æàäíûé àëãîðèòì.



22

Â êíèãå [4] îáñóæäàåòñÿ ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ
òðàíñâåðñàëüíîãî ìàòðîèäà, èìåþùàÿ òðóäî¼ìêîñòü ïîðÿäêà n

∑ |Si| îïåðà-
öèé.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà, èñïîëüçóåì ïîíÿòèå òðàíñâåðñàëüíîãî ìàòðîèäà äëÿ
ðåøåíèÿ îäíîé òåîðåòè÷åñêîé çàäà÷è.

Âûÿñíèì, êàêèì òðåáîâàíèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ìíîæåñòâî A ⊂ E
è ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ P = (S1, S2, . . . , Sm), ÷òîáû ïåðâîå ìîæíî áûëî äî-
ïîëíèòü äî òðàíñâåðñàëè âòîðîãî, ò.å. ÷òîáû ñåìåéñòâî P èìåëî òðàíñâåð-
ñàëü, ñîäåðæàùóþ ìíîæåñòâî A. Î÷åâèäíî, íåîáõîäèìûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:

1. P èìååò õîòÿ áû îäíó òðàíñâåðñàëü.
2. A � ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü äëÿ P .
Óäèâèòåëüíî, íî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè. Äîêàçàòåëüñòâî

ïðîâîäèòñÿ î÷åíü ïðîñòî, åñëè îïèðàòüñÿ íà òåîðèþ ìàòðîèäîâ. Äåéñòâèòåëü-
íî, ìíîæåñòâî A, áóäó÷è ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëüþ, ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì
ìíîæåñòâîì òðàíñâåðñàëüíîãî ìàòðîèäà. Ëþáîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîæ-
íî ðàñøèðèòü äî áàçèñà. Âñå áàçèñû ìàòðîèäà èìåþò îäíó è òó æå ìîùíîñòü.
Â ñèëó óñëîâèÿ 1 ìîùíîñòü áàçèñà ðàâíà m. Çíà÷èò, áàçèñ ñóòü òðàíñâåðñàëü.
2

9. Íåçàâèñèìûå òðàíñâåðñàëè
Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñ-
âåðñàëè äëÿ ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ P = (S1, S2, . . . , Sm) ìíîæåñòâà E. Òåïåðü
ïóñòü íà ìíîæåñòâå E çàäàí íåêîòîðûé ìàòðîèä. Íåçàâèñèìîé òðàíñâåðñà-
ëüþ äëÿ P íàçîâ¼ì òðàíñâåðñàëü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì
â ñìûñëå óêàçàííîãî ìàòðîèäà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìàòðîèä � äèñêðåòíûé, òî
ëþáàÿ òðàíñâåðñàëü � íåçàâèñèìàÿ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò êðèòåðèé ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåçàâèñèìîé òðàíñâåðñàëè.

Òåîðåìà 8. (Ð. Ðàäî, 1942 ã.) Ïóñòü M = 〈E, J〉 � ìàòðîèä. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü P = (S1, S2, . . . , Sm) íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E
èìååò íåçàâèñèìóþ òðàíñâåðñàëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåäèíåíèå
ëþáûõ k ïîäìíîæåñòâ èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîäåðæèò íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íå ìåíåå k ýëåìåíòîâ, ãäå k � ïðîèçâîëüíîå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå òåîðåìû óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü, èñïîëüçóÿ ïî-
íÿòèå ðàíãà ìíîæåñòâà (íàèáîëüøåé ìîùíîñòè íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà):

∀A ⊂ {1, 2, . . . , m} ρ( ∪
i∈A

Si) ≥ |A|. (1)

Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè èìååòñÿ íåçàâèñèìàÿ òðàíñâåðñàëü, òî å¼ ïåðåñå÷å-
íèå ñ ìíîæåñòâîì ∪i∈A Si èìååò |A| ýëåìåíòîâ, îòêóäà ρ(∪i∈A Si) ≥ |A|.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì
Óòâåðæäåíèå. Åñëè â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå (íàïðèìåð, â S1) íå ìåíåå

äâóõ ýëåìåíòîâ, òî èç ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî óäàëèòü îäèí ýëåìåíò, íå
íàðóøèâ ïðè ýòîì óñëîâèÿ (1).

Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü |S1| ≥ 2 è, êàêîé ýëåìåíò íè óäàëèòü èç S1, óñëîâèå
(1) íå áóäåò âûïîëíåíî. Âîçüì¼ì äâà ýëåìåíòà x è y èç ìíîæåñòâà S1. Äëÿ
íèõ íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ A′ = {1} ∪ A è B′ = {1} ∪ B, ãäå
A,B ⊂ {2, 3, . . . , m}, ÷òî

ρ( ∪
i∈A

Si∪ (S1 \{x})) < |A′| = |A|+1 è ρ( ∪
i∈B

Si∪ (S1 \{y})) < |B′| = |B|+1. (2)

Ïîëîæèì:
X = ∪

i∈A
Si ∪ (S1 \ {x}), Y = ∪

i∈B
Si ∪ (S1 \ {y}).

Ñîîòíîøåíèÿ (2) ïåðåïèøåì â âèäå:

ρ(X) ≤ |A|; ρ(Y ) ≤ |B|,

îòêóäà
ρ(X) + ρ(Y ) ≤ |A|+ |B|. (3)

Ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ (1) îöåíèì ñíèçó ðàíãè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ
ìíîæåñòâ X è Y . Ïîñêîëüêó

X ∪ Y = ∪
i∈A∪B

Si ∪ (S1 \ {x}) ∪ (S1 \ {y}) = ∪
i∈A∪B

Si ∪ S1,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ρ(X ∪ Y ) ≥ |A ∪B|+ 1. (4)

Â ñèëó òîãî, ÷òî
X ∩ Y ⊃ ∪

i∈A∩B
Si,

èìååì
ρ(X ∩ Y ) ≥ |A ∩B|. (5)
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Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ïîëóìîäóëÿðíîñòè ðàíãîâîé ôóíêöèè, ïîñëå ñëîæåíèÿ (4)
è (5) ïîëó÷èì:

ρ(X) + ρ(Y ) ≥ ρ(X ∪ Y ) + ρ(X ∩ Y ) ≥ |A∪B|+ |A∩B|+ 1 = |A|+ |B|+ 1. (6)

Íåðàâåíñòâî (6) ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (3). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Áóäåì ïðèìåíÿòü ïðîöåäóðó èç óòâåðæäåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ó íàñ íå

îñòàíåòñÿ m îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ {t1}, {t2}, . . . , {tm}. Ïðè ýòîì ðàíã èõ
îáúåäèíåíèÿ T = {t1, t2, . . . , tm} ðàâåí m. Çíà÷èò, T è åñòü èñêîìàÿ íåçàâèñè-
ìàÿ òðàíñâåðñàëü. 2

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü M = 〈E, J〉 � ìàòðîèä. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
P = (S1, S2, . . . , Sm) íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E èìååò íåçàâè-
ñèìóþ ÷àñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü ìîùíîñòè t òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îáúåäèíåíèå ëþáûõ k ïîäìíîæåñòâ èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîäåðæèò
íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè íå ìåíåå k + t−m, ò.å.

∀A ⊂ {1, 2, . . . , m} ρ( ∪
i∈A

Si) ≥ |A|+ t−m.

Äîêàçàòåëüñòâî âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 1 èç òåîðåìû
6..

10. Îáùèå òðàíñâåðñàëè
Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ íåçàâèñèìîé òðàíñâåðñàëè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåîá-
õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåé òðàíñâåðñàëè ó äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ ñèñòåì ïîäìíîæåñòâ îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà. Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 9. Äâà ñåìåéñòâà P = (S1, S2, . . . , Sm) è Q = (R1, R2, . . . , Rm)

íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà E îáëàäàþò îáùåé òðàíñâåð-
ñàëüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ A è B ìíîæå-
ñòâà {1, 2, . . . , m} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|( ∪
i∈A

Si) ∩ ( ∪
i∈B

Ri)| ≥ |A|+ |B| −m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðîèä ÷àñòè÷íûõ òðàíñâåðñàëåé äëÿ P . Îá-
ùàÿ òðàíñâåðñàëü P è Q åñòü íåçàâèñèìàÿ (â óêàçàííîì ìàòðîèäå) òðàíñâåð-
ñàëü Q. Ïî òåîðåìå Ðàäî íåçàâèñèìàÿ òðàíñâåðñàëü Q ñóùåñòâóåò â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îáúåäèíåíèå ëþáûõ k ìíîæåñòâ Ri ñîäåðæèò íåçà-
âèñèìîå ìíîæåñòâî èç k ýëåìåíòîâ, êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå ñóòü ÷àñòè÷íàÿ
òðàíñâåðñàëü ìîùíîñòè k. Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 2 èç òåîðåìû 6., èìååì

∀A,B ⊂ {1, 2, . . . , m} |( ∪
i∈A

Si) ∩X| ≥ |A|+ k −m,
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ãäå X = ∪
i∈B

Ri, k = |B|. 2

Ïîêàæåì, êàê ñâåñòè íàõîæäåíèå îáùåé òðàíñâåðñàëè ê íàõîæäåíèþ ìàê-
ñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè.

Èòàê, èìååì ìíîæåñòâî E = {e1, e2, . . . , en} è äâà ñåìåéñòâà åãî ïîäìíî-
æåñòâ P = (S1, S2, . . . , Sm) è Q = (R1, R2, . . . , Rm). Ïîñòðîèì îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, ñîäåðæàùèé ñëåäóþùèå âåðøèíû:

• a � èñòî÷íèê, b � ñòîê;

• âåðøèíû, èçîáðàæàþùèå ïîäìíîæåñòâà S1, S2, . . . , Sm, R1, R2, . . . , Rm;

• ïî äâå âåðøèíû íà êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E: v′1, v
′′
1 , v′2, v

′′
2 , . . . , v′n, v

′′
n

è ñëåäóþùèå äóãè:

• aSi è Rib äëÿ i = 1, 2, . . . , m;

• Siv
′
j, åñëè ej ∈ Si;

• v
′′
j Ri, åñëè ej ∈ Ri;

• v′iv
′′
i äëÿ i = 1, 2, . . . , n.

Ïîëîæèì ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ äóã ðàâíûìè åäèíèöå. Åñëè ñóùåñòâóåò
îáùàÿ òðàíñâåðñàëü t1, t2, . . . , tm äëÿ P è Q, òî â ïîñòðîåííîì ãðàôå åñòü m
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé èç èñòî÷íèêà â ñòîê âèäà

a → Si → v′k → v
′′
k → Rj → b,

ãäå ýëåìåíò ek ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ìíîæåñòâ Si è Rj. Ýòè m ïóòåé ôîðìè-
ðóþò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê (åãî âåëè÷èíà m) â ïîñòðîåííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè.
Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ëåãêî óêàçàòü îáùóþ òðàíñâåðñàëü.

Ïðèìåð. Äëÿ ìíîæåñòâ S1 = {1, 2}, S2 = {1, 2, 3, 4}, S3 = {2, 4},
R1 = {2, 3}, R2 = {1, 4}, R3 = {1, 2, 3} èìååì ñåòü (ñ åäèíè÷íûìè ïðîïóñê-
íûìè ñïîñîáíîñòÿìè âñåõ äóã), èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñ. 2. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ
ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìîæíî óâèäåòü îáùóþ òðàíñâåðñàëü {1, 2, 3}, ïðè÷¼ì
1 ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ìíîæåñòâ S1 è R2, 2 ïðåäñòàâëÿåò S3 è R1, à 3 �
ìíîæåñòâà S2 è R3.
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Ðèñ. 2:

11. Íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ìàòðîèäû
Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðîèäîâ ìàëîãî ðàíãà

Ïóñòü â ìàòðîèäå íåò öèêëîâ äëèíû 1 è 2, à ðàíã ìàòðîèäà íå áîëüøå 4. Áóäåì
èçîáðàæàòü òàêîé ìàòðîèä â âèäå ãðàôà, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
ýëåìåíòàì ìàòðîèäà, è ïðè ýòîì:

• åñëè òðè ýëåìåíòà ìàòðîèäà îáðàçóþò öèêë, òî èçîáðàæàþùèå èõ òî÷êè
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé èëè ãëàäêîé êðèâîé (íàïðèìåð, îêðóæíîñòè);

• åñëè ÷åòûðå ýëåìåíòà ìàòðîèäà îáðàçóþò öèêë, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì
òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïëîñêîñòè.

Åñëè ïîëó÷åííîìó ãðàôó ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìíîãîãðàííèê, òî, êàê ýòî
ïðèíÿòî ïðè èçîáðàæåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ôèãóð, íåêîòîðûå ð¼áðà (íåâè-
äèìûå) áóäåì ðèñîâàòü ïðåðûâèñòûìè ëèíèÿìè.

11.1. Ìàòðîèä Ôàíî
Ìàòðîèä Ôàíî F èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 3. Îí îáëàäàåò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè

&%

'$

©©©©©©

b
b

b
bb

¢
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¢
¢

¢
¢¢
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A
A
A
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AA
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t
t

t
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x1

x2 x6

x3 x5 x7

x4

Ðèñ. 3:
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ñâîéñòâàìè. Óñòàíîâèì íåêîòîðûå èç íèõ.
1. Ìàòðîèä Ôàíî ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì (i, j,k) íàä

ïîëåì GF (2). Ïîëó÷åííûé âåêòîðíûé ìàòðîèä èçîìîðôåí F . Â ýòîì ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíàì òðåóãîëüíèêà âåêòîðû i, j,k, ñå-
ðåäèíå êàæäîé ñòîðîíû � ñóììó âåêòîðîâ å¼ êîíöîâ, à öåíòðó � âåêòîð i+j+k.
2

2. Ìàòðîèä Ôàíî íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðîèä F ïðåäñòàâèì íàä íåêîòîðûì ïîëåì. Ýëåìåí-

òû ýòîãî ïîëÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ãðå÷åñêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè. Çàìåòèì,
÷òî íèêàêèå äâà ýëåìåíòà â F íå îáðàçóþò çàâèñèìîãî ìíîæåñòâà; ïîýòîìó
â çàïèñàííûõ íèæå âûðàæåíèÿõ îäíèõ âåêòîðîâ ÷åðåç äðóãèå âñå êîýôôèöè-
åíòû îòëè÷íû îò íóëÿ. Èòàê, äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ αij è βk èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà:

x2 = α21x1 + α23x3; x6 = α61x1 + α67x7; x5 = α53x3 + α57x7;

x4 = β3x3 + β6(α61x1 + α67x7) =
= β7x7 + β2(α21x1 + α23x3) =
= β1x1 + β5(α53x3 + α57x7).

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà x4 ïî áàçèñó (x1, x3, x7) ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâà

β3 = β2α23 = β5α53;
β1 = β6α61 = β2α21;
β7 = β5α57 = β6α67.

Ïåðåìíîæèâ ïðàâûå è ñðåäíèå ÷àñòè òð¼õ çàïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé è ñîêðàòèâ
íà β2β5β6, ïîëó÷èì, ÷òî

α21α53α67 = α23α57α61. (1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ x2, x5, x6 ñëåäóåò ðàâåí-
ñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ, ñîñòàâëåííîãî èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé ýòèõ
âåêòîðîâ ïî áàçèñó (x1, x3, x7):

∣∣∣∣∣∣

α21 α23 0
α61 0 α67

0 α53 α57

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Îòñþäà
α21α53α67 = −α23α57α61. (2)
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Òàê êàê âñå ñêàëÿðû αij â ðàâåíñòâàõ (1) è (2) îòëè÷íû îò íóëÿ, ïîëó÷àåì èç
ýòèõ ðàâåíñòâ, ÷òî â íàøåì ïîëå 1 + 1 = 0.

Èòàê, åñëè ìàòðîèä Ôàíî ïðåäñòàâèì íàä íåêîòîðûì ïîëåì, òî ýòî ïîëå
èìååò õàðàêòåðèñòèêó 2. Ýòî äîêàçûâàåò íåðåãóëÿðíîñòü ìàòðîèäà. 2

Â äàëüíåéøåì ìàòðîèä Ôàíî áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíûé ìàòðîèä
ñ ýëåìåíòàìè i, j,k, i + j, i + k, j + k, i + j + k íàä ïîëåì GF (2).

3. Ìàòðîèä Ôàíî íå ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Åñëè ìàòðîèä òðàíñâåðñàëüíûé, òî ïîñêîëü-

êó âåêòîðû i, j,k îáðàçóþò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i ∈ S1, j ∈ S2, k ∈ S3. Âåêòîð i + j + k /∈ Sl, ãäå l > 3, òàê
êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîðû i, j,k, i + j + k áûëè áû ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
÷òî íåâåðíî. Ïóñòü i + j + k ∈ S1. Ïîñìîòðèì, â êàêèõ ìíîæåñòâàõ Si ìîæåò
íàõîäèòüñÿ ýëåìåíò i + k. Îí íå âõîäèò â S2 (èíà÷å âåêòîðû i, i + k,k ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, ÷òî íå èìååò ìåñòà) è â S3 (èíà÷å ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè îêàæóò-
ñÿ âåêòîðû i + j + k, j, i + k). Íî è ïðè l > 3 âåêòîð i + k íå ïðèíàäëåæèò Sl

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ñîñòàâèòü ÷àñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü èç ýëåìåíòîâ
i,k, i + k). Îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: i + k ∈ S1. Àíàëîãè÷íûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ïðèìåí¼ííûå ê âåêòîðó i+j, ïîêàçûâàþò, ÷òî îí òàêæå âõîäèò ëèøü
â ìíîæåñòâî S1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â íàøåì ìàòðîèäå ìíîæåñòâî {i+k, i+ j}
ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìûì, à ýòî íåâåðíî. 2

4. Ìàòðîèä Ôàíî ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì (òî åñòü ïðåäñòàâèì â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ).

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì öèêëû {i, j,k, i + j + k} è {i + j, i + k, j + k}. 2

5. Ìàòðîèä Ôàíî íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôè÷åñêèì.
Ïóñòü ýòî íå òàê. Îòîæäåñòâèì ýëåìåíòû ìàòðîèäà ñ ð¼áðàìè ãðàôà G,

ìàòðîèä öèêëîâ êîòîðîãî èçîìîðôåí F . Ð¼áðà i, j, i+j îáðàçóþò öèêë, ïîýòîìó
ð¼áðà i è j ñìåæíû. Àíàëîãè÷íî, ñìåæíû ð¼áðà i è k, j è k. Â òî æå âðåìÿ i, j
è k íå îáðàçóþò öèêëà. Åñëè òðè ðåáðà ïîïàðíî ñìåæíû è íå îáðàçóþò öèêëà,
òî ó íèõ åñòü îáùàÿ âåðøèíà. Ïîëó÷àåì ïîäãðàô ãðàôà G, èçîáðàæ¼ííûé íà
ðèñ. 4. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ð¼áðà j è i+k íå ñìåæíû, îäíàêî âìåñòå ñ ðåáðîì

&%

'$
s
s
¡¡

ss
@@i j
k

i + j

i+k j+k

Ðèñ. 4:

i + j + k îíè äîëæíû ñîñòàâëÿòü öèêë. Ïðîòèâîðå÷èå! 2

6. Ìàòðîèä Ôàíî íå ÿâëÿåòñÿ êîãðàôè÷åñêèì.
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Âíîâü ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, îòîæäåñòâèì ýëåìåíòû ìàòðîèäà ñ ð¼áðà-
ìè ãðàôà G, ìàòðîèä ðàçðåçîâ êîòîðîãî èçîìîðôåí F . Ïîñêîëüêó â ìàòðîèäå
Ôàíî öèêëû ñîñòîÿò èç òð¼õ èëè ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ, â ãðàôå G ëþáîé ðàç-
ðåç ñîäåðæèò òðè èëè ÷åòûðå ðåáðà. Çíà÷èò, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ãðàôà
íå ìåíüøå 3. Ïî ëåììå î ðóêîïîæàòèÿõ ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ãðàôà
G ðàâíà óäâîåííîìó ÷èñëó ð¼áåð, òî åñòü 2 · 7 = 14. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â
íàøåì ãðàôå íå áîëåå ÷åòûð¼õ âåðøèí. Êàæäîå ðåáðî ãðàôà äîëæíî âõîäèòü
â íåêîòîðûé åãî ðàçðåç (òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò ìàòðîèäà âõîäèò â íåêîòî-
ðûé öèêë); ïîýòîìó â ãðàôå íåò ïåòåëü. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ
ìàòðîèäà a è b ìîæíî óêàçàòü öèêë, âêëþ÷àþùèé ýëåìåíò a è íå ñîäåðæàùèé
b, äëÿ êàæäîãî ðåáðà ãðàôà íàéä¼òñÿ ðàçðåç ñ ýòèì ðåáðîì, íî áåç ëþáîãî
äðóãîãî (íàïåð¼ä çàäàííîãî). Çíà÷èò, â ãðàôå íåò êðàòíûõ ð¼áåð. Èòàê, èìååì
ïðîñòîé ãðàô, â êîòîðîì íå áîëüøå ÷åòûð¼õ âåðøèí. Íî òîãäà ð¼áåð áóäåò íå
áîëåå øåñòè, à èõ ñåìü. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. 2

11.2. Ìàòðîèä Âàìîñà
Ïóñòü E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Ìàòðîèä Âàìîñà V óäîáíî çàäàòü, íàçâàâ âñå
åãî çàâèñèìûå ìíîæåñòâà: ýòî âñå ïîäìíîæåñòâà E, â êîòîðûõ íå ìåíåå ïÿ-
òè ýëåìåíòîâ, à òàêæå {1, 2, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6}, {3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}.
Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðîèäà � íà ðèñóíêå.
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Ðèñ. 5:

Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïåðåä íàìè äåéñòâèòåëüíî ìàòðîèä. Ôàêòè÷åñêè
íóæäàåòñÿ â ïðîâåðêå ëèøü òîò ôàêò, ÷òî åñëè A è B íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà
è |B| = 3, |A| = 4, òî â A íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò e, ÷òî B∪{e} � íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî. Êîãäà B ⊂ A, ýòî î÷åâèäíî. Â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå ìíîæåñòâî
A\B ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç
e1 è e2. Òåïåðü îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èç ìíîæåñòâ B ∪ {e1} è B ∪ {e2} õîòÿ
áû îäíî íåçàâèñèìîå, òàê êàê ïî óñëîâèþ íåò äâóõ çàâèñèìûõ ìíîæåñòâ èç
÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ, îòëè÷àþùèõñÿ îäíèì ýëåìåíòîì.
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Äîêàæåì, ÷òî ìàòðîèä Âàìîñà � íå âåêòîðíûé, ò.å. ÷òî îí íå ïðåä-
ñòàâèì íè íàä êàêèì ïîëåì. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè âñåõ òàêèõ ìàòðîèäîâ îí
èìååò íàèìåíüøèé ïîðÿäîê [13]. Ýòèì îí è çàìå÷àòåëåí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôíûé V âåêòîðíûé ìàòðîèä
M = 〈E, J〉, ãäå E = {x1, x2, . . . , x8}, è äëÿ êàæäîãî i âåêòîð xi ñîîòâåòñòâóåò
ýëåìåíòó i ìàòðîèäà Âàìîñà.

Ìíîæåñòâî {x1, x2, x3, x4} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì M . Çàïèøåì êîîðäèíàòû êàæ-
äîãî âåêòîðà â ýòîì áàçèñå: xi = (ai1, ai2, ai3, ai4). Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ òàêæå âåêòîðû yi = (ai1, ai2, 0, 0) è zi = (0, 0, ai3, ai4), ãäå i = 1, 2, . . . , 8.

Ââèäó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ x1, x2, x5, x6 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî íó-
ëþ îïðåäåëèòåëÿ, ñîñòàâëåííîãî èç êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 1 0 0

a51 a52 a53 a54

a61 a62 a63 a64

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Îòñþäà ∣∣∣∣
a53 a54

a63 a64

∣∣∣∣ = 0,

òî åñòü âåêòîðû z5 è z6 ëèíåéíî çàâèñèìû. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð z5 íåíóëåâîé
(èíà÷å áûëè áû ëèíåéíî çàâèñèìûìè âåêòîðû x1, x2, x5, à ó íàñ ëþáûå òðè
âåêòîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûå). Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðà (òî åñòü ýëå-
ìåíòà ÷èñëîâîãî ïîëÿ, íàä êîòîðûì ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî)
µ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî z6 = µz5. Òî÷íî òàê æå èç ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
÷åòâ¼ðîê âåêòîðîâ {x1, x2, x7, x8}, {x3, x4, x5, x6}, {x3, x4, x7, x8} ïîëó÷àåì ñî-
îòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà z8 = βz7, y6 = λy5, y8 = αy7, ãäå ãðå÷åñêèìè áóêâàìè
îáîçíà÷åíû íåêîòîðûå ñêàëÿðû.

Íàêîíåö, èñïîëüçóåì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ x5, x6, x7, x8. Ñ ïî-
ìîùüþ íàéäåííûõ ñîîòíîøåíèé áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâ-
ëåííûé èç êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ (ïðè ýòîì âìåñòî ñòðîê îïðåäåëèòåëÿ äëÿ
íàãëÿäíîñòè çàïèñûâàåì ïîíà÷àëó ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû):

∣∣∣∣∣∣∣∣

x5

x6

x7

x8

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

y5 + z5

y6 + z6

y7 + z7

y8 + z8

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

y5 + z5

λy5 + µz5

y7 + z7

αy7 + βz7

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

y5

µz5

y7

βz7

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

y5

µz5

z7

αy7

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

z5

λy5

y7

βz7

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

z5

λy5

z7

αy7

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= µ(β − α)

∣∣∣∣∣∣∣∣

y5

z5

y7

z7

∣∣∣∣∣∣∣∣
− λ(β − α)

∣∣∣∣∣∣∣∣

y5

z5

y7

z7

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (µ− λ)(β − α)

∣∣∣∣∣∣∣∣

a51 a52 0 0
0 0 a53 a54

a71 a72 0 0
0 0 a73 a74

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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= (µ− λ)(β − α)

∣∣∣∣
a51 a52

a71 a72

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

a53 a54

a73 a74

∣∣∣∣ = 0.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî µ 6= λ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèíåéíî çàâèñèìûìè áóäóò
âåêòîðû x5 = y5 + z5 è x6 = λy5 + µz5), à α 6= β (èíà÷å ëèíåéíî çàâèñèìû
âåêòîðû x7 è x8). Ïîýòîìó ðàâåí íóëþ îäèí èç îïðåäåëèòåëåé

∣∣∣∣
a51 a52

a71 a72

∣∣∣∣ èëè∣∣∣∣
a53 a54

a73 a74

∣∣∣∣ � íàïðèìåð, ïåðâûé èç íèõ. Íî òîãäà

∣∣∣∣∣∣∣∣

x3

x4

x5

x7

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1 0
0 0 0 1

a51 a52 a53 a54

a71 a72 a73 a74

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
a51 a52

a71 a72

∣∣∣∣ = 0,

òî åñòü âåêòîðû x3, x4, x5, x7 ëèíåéíî çàâèñèìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. 2
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12. Ïåðå÷èñëåíèå ìàòðîèäîâ
Èçâåñòíî î÷åíü ìàëî àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ÷èñëå ìàòðîèäîâ òîãî èëè
èíîãî âèäà. Â [12] è [13] ïðèâîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè f(n) � ÷èñëà
ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ìàòðîèäîâ íà (ôèêñèðîâàííîì) n-ýëåìåíòíîì ìíîæå-
ñòâå:

n− 3

2
log2 n + O(log2 log2 n) ≤ log2 log2 f(n) ≤ n− log2 n + O(log2 log2 n).

Ê 1972 ã. áûëè ïåðå÷èñëåíû ëèøü ìàòðîèäû ïîðÿäêà íå áîëåå 5 (ñì. [9]). Â
2000 ã. èðëàíäñêèé ìàòåìàòèê Â. Äüþêñ â ñâîåé äèññåðòàöèè [12] ïðåäëîæèë
àëãîðèòì, ïîçâîëèâøèé íàéòè âñå ìàòðîèäû äî 8-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Ïóñòü fr(n) ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ìàòðîèäîâ íà (ôèêñèðîâàííîì)
n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå, èìåþùèõ ðàíã r. Î÷åâèäíî,

f(n) =
n∑

r=0

fr(n).

Êàê óêàçûâàåò ñàì Äüþêñ, äëÿ ïîäñ÷¼òà f4(9) åãî ïðîãðàììå ïîíàäîáèòñÿ
îêîëî 44 ëåò íà êîìïüþòåðå Athlon 1GHz.

Âûïóñêíèê êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÞÓðÃÓ 2003 ã. Ñåðãåé Íî-
âîêøîíîâ ñìîã ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü àëãîðèòì Äüþêñà è â ñâîåé äèïëîìíîé
ðàáîòå âïåðâûå íàø¼ë âñå ìàòðîèäû 9-ãî ïîðÿäêà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îáíàðóæå-
íèÿ âñåõ ìàòðîèäîâ 9-ãî ïîðÿäêà, èìåþùèõ ðàíã 4, ïîíàäîáèëîñü îêîëî äâóõ
ñóòîê íà êîìïüþòåðå Celeron 700MHz. Áûëè ïåðå÷èñëåíû áèíàðíûå, òåðíàð-
íûå, ðåãóëÿðíûå, ãðàôè÷åñêèå, êîãðàôè÷åñêèå è ïëàíàðíûå ìàòðîèäû äî 9-ãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Ðàáîòó Íîâîêøîíîâà ïðîäîëæèë âûïóñêíèê êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè 2004 ã. Àëåêñàíäð Ðàäèîíîâ. Ïîñëå ìîäèôèêàöèè ïðîãðàììû óäàëîñü
âû÷èñëèòü f3(11) è f8(11). Îñóùåñòâëåíî òàêæå ïåðå÷èñëåíèå ÷åòâåðòè÷íûõ
(ò.å. ïðåäñòàâèìûõ íàä GF (4)) ìàòðîèäîâ è òðàíñâåðñàëüíûõ ìàòðîèäîâ.

Êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèåé íàçûâàþò ìàòðîèä, êàæäûé ýëåìåíò îñíî-
âàíèÿ êîòîðîãî âõîäèò â íåêîòîðîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî (äðóãèìè ñëîâàìè,
â í¼ì íåò ïåòåëü � öèêëîâ äëèíû 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç cr(n) ÷èñëî ïîïàð-
íî íåèçîìîðôíûõ êîìáèíàòîðíûõ ãåîìåòðèé ïîðÿäêà n è ðàíãà r. Íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî

fr(n) =
n∑

i=r

Ci
ncr(i).

Â ñëåäóþùèõ òàáëèöàõ ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ, âû÷èñëåííûå â äèïëîìíûõ
ðàáîòàõ Ñ. Íîâîêøîíîâà è À. Ðàäèîíîâà. Îíè äàþò áîëåå ïîëíûå ñâåäåíèÿ î
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÷èñëå ìàòðîèäîâ ðàçëè÷íîãî âèäà, ÷åì òå, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â �Ýíöèêëîïå-
äèè öåëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé� Ñëîàíà [14].

×èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êîìáèíàòîðíûõ ãåîìåòðèé ïîðÿäêà n
è ðàíãà r

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
r

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 4 6 10 14 21 29 41 55
3 1 3 9 25 70 217 950 8762 288454
4 1 4 18 85 832 189274 ? ?
5 1 5 31 288 189889 ? ?
6 1 6 51 1217 ? ?
7 1 7 79 9950 ?
8 1 8 119 298363
9 1 9 173
10 1 10
11 1

×èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êîìáèíàòîðíûõ ãåîìåòðèé ïîðÿäêà n
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ

Ïîðÿäîê ìàòðîèäà n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Êëàññ ìàòðîèäîâ
áèíàðíûå 1 2 4 8 16 36 80 194 506
òåðíàðíûå 1 2 4 9 19 49 131 424 1652
÷åòâåðòè÷íûå 1 2 4 9 21 57 173 681 3849
ðåãóëÿðíûå 1 2 4 8 16 36 78 186 470
ãðàôè÷åñêèå 1 2 4 8 16 36 78 186 469
êîãðàôè÷åñêèå 1 2 4 8 16 36 78 186 469
ïëàíàðíûå 1 2 4 8 16 36 78 186 468
òðàíñâåðñàëüíûå 1 2 4 9 21 58 183 760 5007
îáùåå êîëè÷åñòâî 1 2 4 9 21 60 208 1418 381448
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13. Óïðàæíåíèÿ
1. Äîêàçàòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ÷èñëî ìàòðîèäîâ ïîðÿäêà n

íå ïðåâîñõîäèò 22n
.

2. Íàéòè ðàíã, âñå áàçèñû è öèêëû ìàòðîèäà ñòîëáöîâ ìàòðèöû



1 1 1 0
0 0 1 1
1 0 1 1


 ,

îáîçíà÷àÿ i-é ñòîëáåö ìàòðèöû ÷åðåç ei.

3. Íà ðèñ. 6 èçîáðàæ¼í ãðàô G. Äëÿ à) ìàòðîèäà öèêëîâ M(G); á) ìàòðîèäà

r r

rrr¡
¡

¡¡1

2

36

45
Ðèñ. 6:

ðàçðåçîâ M∗(G) íàéòè âñå öèêëû è áàçèñû.
4. Ïóñòü â ìàòðîèäå M , çàäàííîì íà ìíîæåñòâå E = {1, 2, 3}, åñòü ðîâíî

äâà áàçèñà: {1, 2} è {1, 3}. Äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ìàòðîèä ïëàíàðíûé, ïîñòðîèâ
òàêèå ãðàôû G1 è G2, ÷òî ìàòðîèä M èçîìîðôåí ìàòðîèäó öèêëîâ M(G1) è
ìàòðîèäó ðàçðåçîâ M∗(G2).

5. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ìàòðîèäû ïîðÿäêà íå âûøå 3 ãðàôè÷åñêèå, ïîñòðî-
èâ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôû. Ïîäñ÷èòàéòå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ
ìàòðîèäîâ ïîðÿäêà 0, 1, 2 è 3.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðîèä Un−1,n � ãðàôè÷åñêèé.
7. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðîèä U1,n � êîãðàôè÷åñêèé.
8. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðîèä U2,4 íå ÿâëÿåòñÿ íè ãðàôè÷åñêèì, íè êîãðàôè÷å-

ñêèì.
9. Óêàæèòå âñå ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå ìàòðîèäû ïîðÿäêà 4. Ñêîëüêî ñðåäè

íèõ íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôè÷åñêèìè?
10. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðîèäû M(K5) è M(K3,3) � íå êîãðàôè÷åñêèå.
11. ×åðåç Mq[A] îáîçíà÷èì ìàòðîèä ñòîëáöîâ ìàòðèöû A íàä ïîëåì GF (q).

Ïóñòü

A =




1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1


 .
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1) Íàéòè òðè ñòîëáöà ìàòðèöû A, îáðàçóþùèå öèêë â M2[A] è áàçèñ â M3[A].
2) Äîêàçàòü, ÷òî M2[A] � ãðàôè÷åñêèé ìàòðîèä, à M3[A] � íåò.
3) Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðîèä M2[A] ïðåäñòàâèì íàä ïîëåì GF (3), à M3[A] íå ïðåä-
ñòàâèì íàä GF (2).

12. Äîêàçàòü, ÷òî ãðàôè÷åñêèé ìàòðîèä ïðåäñòàâèì íàä ëþáûì ïîëåì.

13. Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
{1, 2, 3, 4, 5} âûÿñíèòü, èìååò ëè îíî òðàíñâåðñàëü:
P1 = ({1}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4, 5});
P2 = ({1, 2}, {2, 3}, {4, 5}, {4, 5});
P3 = ({1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {3}});
P4 = ({1, 3, 4}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}).

14. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ìàòðîèä ðàíãà 1 òðàíñâåðñàëåí.

15. Äîêàçàòü, ÷òî k-îäíîðîäíûé ìàòðîèä òðàíñâåðñàëåí.

16. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî þíîøåé, êàæäûé èç êîòîðûõ çíàêîì ñ íåêîòîðûìè
äåâóøêàìè. Äâå ñâàõè çíàþò, êòî ñ êåì çíàêîì. Îäíà ñâàõà çàÿâëÿåò: �ß ìîãó
îäíîâðåìåííî æåíèòü âñåõ þíîøåé òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ æåíèëñÿ íà
çíàêîìîé åìó äåâóøêå!� Âòîðàÿ ñâàõà ãîâîðèò: �À ÿ ìîãó óñòðîèòü ñóäüáó âñåõ
áëîíäèíîê!� Ýòîò äèàëîã óñëûøàë ëþáèòåëü ìàòåìàòèêè, êîòîðûé ñêàçàë: �Â
òàêîì ñëó÷àå ÿ ìîãó ñäåëàòü è òî, è äðóãîå!� Ïðàâ ëè îí?

17. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî þíîøåé, êàæäûé èç êîòîðûõ çíàêîì ñ íåêîòîðû-
ìè äåâóøêàìè. Äâå ñâàõè çíàþò, êòî ñ êåì çíàêîì. Îäíà ñâàõà çàÿâëÿåò: �ß
ìîãó îäíîâðåìåííî æåíèòü âñåõ áðþíåòîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ æåíèëñÿ
íà çíàêîìîé åìó äåâóøêå!� Âòîðàÿ ñâàõà ãîâîðèò: �À ÿ ìîãó óñòðîèòü ñóäüáó
âñåõ áëîíäèíîê: êàæäàÿ ñìîæåò âûéòè çàìóæ çà çíàêîìîãî þíîøó!� Ýòîò äèà-
ëîã óñëûøàë ëþáèòåëü ìàòåìàòèêè, êîòîðûé ñêàçàë: �Â òàêîì ñëó÷àå ÿ ìîãó
ñäåëàòü è òî, è äðóãîå!� Ïðàâ ëè îí?

18. Ïóñòü E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, P = (S1, S2, . . . , Sm) � íåêî-
òîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ïîäìíîæåñòâ. ×àñòè÷íûå òðàíñâåðñàëè P îïðå-
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äåëÿþò òðàíñâåðñàëüíûé ìàòðîèä ðàíãà r. Äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ìàòðîèä ìîæíî
çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç r ìíîæåñòâ.

19. Äîêàçàòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ÷èñëî òðàíñâåðñàëüíûõ
ìàòðîèäîâ ïîðÿäêà n íå ïðåâîñõîäèò 2n2

.

20. Íàéòè ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êîìáèíàòîðíûõ òðàíñâåðñàëüíûõ
ãåîìåòðèé ïîðÿäêà n è ðàíãà n− 1.

21. Íàéòè ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ òðàíñâåðñàëüíûõ ìàòðîèäîâ ïî-
ðÿäêà n è ðàíãà n− 1.

22. Íàéòè ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êîìáèíàòîðíûõ òðàíñâåðñàëüíûõ
ãåîìåòðèé ïîðÿäêà n è ðàíãà 2.

23. Íàéòè ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ òðàíñâåðñàëüíûõ ìàòðîèäîâ ïî-
ðÿäêà n è ðàíãà 2.

24. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðîèä, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 7, � íå áèíàðíûé, íî
òåðíàðíûé.

r r r
rrr

r

@
@

@@¡
¡

¡¡

Ðèñ. 7:

25. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðîèä èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òðàíñ-
âåðñàëüíûì.

26. Ïóñòü C � öèêë. Äîêàçàòü, ÷òî ρ(C) = |C| − 1.

27. Ïóñòü A è B � ðàçëè÷íûå öèêëû ìàòðîèäà, èìåþùèå îáùèé ýëåìåíò
e. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò öèêë C ⊂ (A ∪B) \ {e}.

28. Ïóñòü A � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, e � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò. Äîêà-
çàòü, ÷òî â ìíîæåñòâå A ∪ {e} íå áîëåå îäíîãî öèêëà.

29. Íàéòè U∗
k,n.

30. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðîèä U2,3 � ðåãóëÿðíûé.
31. Íàä êàêèìè ïîëÿìè ïðåäñòàâèì ìàòðîèä U2,4?
32. Íà ðèñ. 8 èçîáðàæåíû ãðàôû G1 è G2. Îòíîñèòåëüíî ìàòðîèäîâ öèêëîâ

ýòèõ ãðàôîâ âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè òðàíñâåðñàëüíûìè.
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Ðèñ. 8:

Îòâåòû. Óêàçàíèÿ. Ðåøåíèÿ
5. 1, 2, 4, 8.
9. Âñåãî 17 ìàòðîèäîâ, èç íèõ 16 ãðàôè÷åñêèõ.
16. Ïðàâ. Ñì. êîíåö �8..
17. Îòâåò. Ïðàâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì íà ïðÿìîé òî÷êè, èçîáðàæàþùèå þíîøåé, à íà

ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé � òî÷êè, èçîáðàæàþùèå äåâóøåê. Òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå áðþíåòàì è áëîíäèíêàì, ïîêðàñèì ñîîòâåòñòâåííî â ñèíèé è æ¼ëòûé öâåò.
Îñòàëüíûå òî÷êè áóäåì íàçûâàòü áåëûìè. Âàðèàíò îáðàçîâàíèÿ ñóïðóæåñêèõ
ïàð, èìåþùèéñÿ ó ïåðâîé ñâàõè, èçîáðàçèì ñèíèìè îòðåçêàìè, à âàðèàíò âòî-
ðîé ñâàõè � æ¼ëòûìè. Íåêîòîðûå îòðåçêè ïðè ýòîì ñòàíóò çåë¼íûìè. Íàøà
öåëü � íàéòè ïîïàðíî íå ñìåæíûå öâåòíûå îòðåçêè (òî åñòü áåç îáùèõ êîíöîâ),
ïîêðûâàþùèå â ñîâîêóïíîñòè âñå öâåòíûå òî÷êè.

Êàæäûé çåë¼íûé îòðåçîê íå ñìåæåí íè ñ êàêèì äðóãèì öâåòíûì îòðåç-
êîì. ßñíî òàêæå, ÷òî îòðåçêè îäíîãî öâåòà ïîïàðíî íå ñìåæíû. Ïîñêîëüêó
êàæäàÿ öâåòíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì îäíîãî èëè äâóõ öâåòíûõ îòðåçêîâ,
ñèíèå è æ¼ëòûå îòðåçêè îáðàçóþò íåñêîëüêî ëîìàíûõ (îòðåçîê ñ÷èòàåì ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì ëîìàíîé) áåç îáùèõ êîíöîâ, ïðè÷¼ì öâåòà çâåíüåâ ëþáîé ëîìàíîé
÷åðåäóþòñÿ.

Åñëè ëîìàíàÿ çàìêíóòàÿ, òî å¼ çâåíüÿ ñèíåãî öâåòà ïîêðûâàþò âñå å¼ âåð-
øèíû, ïîýòîìó ìîæíî ñòåðåòü æ¼ëòûå çâåíüÿ ýòîé ëîìàíîé. Ïóñòü òåïåðü ëî-
ìàíàÿ íåçàìêíóòàÿ. Òàê êàê êàæäàÿ öâåòíàÿ òî÷êà ïîðîæäàåò ñâîé öâåòíîé
îòðåçîê, êîíöû ëîìàíîé íå ìîãóò áûòü îáà áåëûìè (èíà÷å öâåòíûõ òî÷åê áóäåò
ìåíüøå, ÷åì öâåòíûõ îòðåçêîâ). Âîçüì¼ì öâåòíîé êîíåö ëîìàíîé è ïîéä¼ì ïî
íåé. Äðóãîé å¼ êîíåö áóäåò áåëûì, òàê êàê â êàæäóþ öâåòíóþ òî÷êó ìû ïîïà-
äàåì, èäÿ ïî îòðåçêó äðóãîãî öâåòà, è, çíà÷èò, ëîìàíàÿ ïðîäîëæàåòñÿ îòðåçêîì
öâåòà ýòîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, çâåíüÿ ëîìàíîé, èìåþùèå öâåò å¼ öâåòíîãî
êîíöà, ïîêðûâàþò âñå å¼ öâåòíûå âåðøèíû. Çâåíüÿ äðóãîãî öâåòà ñòèðàåì.
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Â ðåçóëüòàòå ó íàñ îñòàíóòñÿ öâåòíûå îòðåçêè áåç îáùèõ êîíöîâ, ïîêðûâà-
þùèå âñå öâåòíûå òî÷êè. Çàäà÷à ðåøåíà.

18. Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ãðàô G(V1, V2), â êîòîðîì âåðøèíû ïåðâîé
äîëè ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâàì Si, à âòîðîé � ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà E. Ðåáðî
Siej ïðèñóòñòâóåò â ãðàôå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ej ∈ Si.

Ëþáîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî òðàíñâåðñàëüíîãî ìàòðîèäà ìîæíî òåïåðü
ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî âåðøèí âòîðîé äîëè, ïîêðûòîå íåêîòîðûì ïà-
ðîñî÷åòàíèåì.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ìàêñèìàëüíóþ ÷àñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü. Åé îòâå-
÷àåò íåêîòîðîå ïàðîñî÷åòàíèå ìîùíîñòè r. Ïóñòü îíî ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî A
âåðøèí èç V1.

Âîçüì¼ì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìàòðîèäà � ìíîæå-
ñòâî B âåðøèí èç V2, ïîêðûâàåìîå íåêîòîðûì ïàðîñî÷åòàíèåì. Ñîãëàñíî çà-
äà÷å 17 ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå îäíîâðåìåííî ìíîæåñòâà A
è B. Åãî ìîùíîñòü íå ìåíüøå r (ïîñêîëüêó ïîêðûâàåò A), íî è íå áîëüøå r
(ýòî ðàíã ìàòðîèäà) � çíà÷èò, îíà ðàâíà r.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B îáðàçóþò ÷àñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü
äëÿ ñèñòåìû ìíîæåñòâ A. Ñòàëî áûòü, åñëè ìû ñîõðàíèì â P ëèøü ìíîæåñòâà,
âîøåäøèå â A, òî ïîëó÷èì òîò æå ñàìûé ìàòðîèä.

20. n− 1. Ðåøåíèå. ×èñëî ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ òðàíñâåðñàëüíîé êîìáèíà-
òîðíîé ãåîìåòðèè ïîðÿäêà n è ðàíãà n−1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 2, 3, . . . , n. Ïóñòü
èìååòñÿ ðîâíî k áàçèñîâ. Òîãäà n− k ýëåìåíòîâ âõîäÿò âî âñå áàçèñû, à îñòàâ-
øèåñÿ k ýëåìåíòîâ ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò. Îòñþäà ñëåäóåò èçîìîðôèçì
ëþáûõ äâóõ òàêèõ ìàòðîèäîâ.

Ïðèìåð ñèñòåìû ìíîæåñòâ, ïîðîæäàþùåé ìàòðîèä óêàçàííîãî âèäà ñ k
áàçèñàìè: P = ({1}, {2}, . . . , {n− k}, A1, A2, . . . , Ak−1), ãäå
A1 = A2 = . . . = Ak−1 = {n− k + 1, n− k + 2, . . . , n}.

21. n. Ðåøåíèå. Åñëè ìàòðîèä ïîðÿäêà n è ðàíãà n − 1 íå ÿâëÿåòñÿ êîì-
áèíàòîðíîé ãåîìåòðèåé, òî â í¼ì îäíà ïåòëÿ, à îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû îáðàçóþò
åäèíñòâåííûé áàçèñ.

22. Ïóñòü M � òðàíñâåðñàëüíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ ðàíãà 2. Êàê
ñëåäóåò èç çàäà÷è 18, M ìîæíî çàäàòü ñèñòåìîé èç äâóõ ìíîæåñòâ P = (S1, S2).
Ìíîæåñòâà S1 è S2 óïîðÿäî÷èì òàêèì îáðàçîì, ÷òî |S1| ≤ |S2|. Ïîñêîëüêó M
� êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ ïîðÿäêà n, |S1 ∪ S2| = n.

Ïîëîæèì T1 = S1 \ S2, n1 = |T1|, T2 = S2 \ S1, n2 = |T2|, T3 = S1 ∩ S2.
Çàìåòèì, ÷òî n1 ≤ n2. Íàçîâ¼ì õàðàêòåðèñòèêîé ìàòðîèäà óïîðÿäî÷åííóþ
ïàðó ÷èñåë (n1, n2).

Ëåãêî îïèñàòü âñå öèêëû ìàòðîèäà M . Ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà èç
T1 (êàê è èç T2) îáðàçóþò öèêë, è äðóãèõ öèêëîâ äëèíû äâà â ìàòðîèäå íåò.
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Åñëè T1 = φ, òî ïåðåíåñ¼ì îäèí ýëåìåíò èç T3 â T1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ
ìàòðîèä, èçîìîðôíûé M . Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì, åñëè T2 = φ (ñëó÷àé |T1| =
|T2| = 0, |T3| = 1 â ìàòðîèäå ðàíãà 2 íåâîçìîæåí).

Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ìàòðîèäà óäîâëåòâîðÿ-
åò íåðàâåíñòâàì

1 ≤ n1 ≤ n2 ≤ n− n1.

Äîêàæåì, ÷òî
Òðàíñâåðñàëüíûå êîìáèíàòîðíûå ãåîìåòðèè ðàíãà 2 ñ ìîùíîñòüþ îñíîâà-

íèÿ n èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò èõ õàðàêòåðèñòè-
êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðîèäû M è M ′ çàäàþòñÿ ñèñòåìàìè ìíîæåñòâ
P = (S1, S2) è P ′ = (S ′1, S

′
2), è ïðè ýòîì

T1 = S1 \ S2 6= φ; T2 = S2 \ S1 6= φ; T3 = S1 ∩ S2;
T ′

1 = S ′1 \ S ′2 6= φ; T ′
2 = S ′2 \ S ′1 6= φ; T ′

3 = S ′1 ∩ S ′2.
Åñëè õàðàêòåðèñòèêè ìàòðîèäîâ ñîâïàäàþò, òî |T1| = |T ′

1|, |T2| = |T ′
2| è

|T3| = |T ′
3|, ÷òî ãîâîðèò î ñóùåñòâîâàíèè áèåêöèè ìåæäó Ti è T ′

i äëÿ i = 1, 2, 3.
Â ñèëó îïèñàííîé âûøå ñòðóêòóðû öèêëîâ òðàíñâåðñàëüíîãî ìàòðîèäà ðàíãà
2 îòñþäà ñëåäóåò èçîìîðôèçì ìàòðîèäîâ.

Åñëè æå õàðàêòåðèñòèêè ìàòðîèäîâ ðàçíûå, òî è èõ ñòóêòóðû öèêëîâ ðàç-
ëè÷àþòñÿ � çíà÷èò, ìàòðîèäû íåèçîìîðôíû.2

Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ
òðàíñâåðñàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ ãåîìåòðèé ðàíãà 2 ñ ìîùíîñòüþ îñíîâàíèÿ n
ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (i, j) òàêèõ,
÷òî 1 ≤ i ≤ j ≤ n− i.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà, ñîñòàâëåííûå èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:
A = {(i, j) | 1 ≤ i ≤ j ≤ n− i}, B = {(i, j) | 1 ≤ i ≤ bn

2
c, 1 ≤ j ≤ dn

2
e}.

Òîãäà
A \B = {(i, j) | 1 ≤ i < n− j + 1 ≤ bn

2
c}; B \ A = {(i, j) | 1 ≤ j < i ≤ bn

2
c}.

Ôóíêöèÿ ϕ : (i, j) → (n − j + 1, i) îñóùåñòâëÿåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà A \B íà ìíîæåñòâî B \A. Çíà÷èò, ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû.
Â òî æå âðåìÿ, ëåãêî âèäåòü, |B| = bn

2
c · dn

2
e.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
Îòâåò: bn

2
c · dn

2
e.

23. k(k+1)(4k−1)
6

ïðè n = 2k; k(k+1)(4k+5)
6

ïðè n = 2k + 1.
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