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МАТРИЦЫ. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
Одним из основных направлений, изучаемых в курсе высшей математики, яв-

ляется изучение произвольных систем уравнений первой степени или, как гово-
рят, линейных уравнений. Для решения тех систем, в которых число неизвестных 
совпадает с числом уравнений, используют теорию определителей. Однако в про-
цессе решения различных практических задач довольно часто возникают систе-
мы, не обладающие данным свойством: в них число неизвестных не равно числу 
уравнений. Необходимость в исследовании подобных систем привела к созданию 
теории матриц, которая в настоящий момент имеет достаточно широкое примене-
ние в других областях знаний.  

Определение. Таблица из nm ⋅ чисел, расположенных в определенном порядке  
в m  строках и n  столбцах, называется прямоугольной матрицей размера nm× . 

Обозначается такая матрица mxnA  или ( )ijnm aA =× : 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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⎛
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Число ija , стоящее на пересечении i -й строки и j -го столбца, называется эле-
ментом матрицы nmA ×  с номером ij . 

Определение. Матрица, состоящая из одной строки, называется матрицей-
строкой размера n×1 . 

Определение. Матрица, состоящая из одного столбца, называется матрицей-
столбцом размера 1×m . 

Определение. Нулевой матрицей, называется матрица, у которой все элемен-
ты равны нулю. 

Определение. Две матрицы одинакового размера называют равными тогда 
только тогда, когда они имеют одинаковые соответствующие элементы. 

Определение. Матрица, у которой число строк равно числу столбцов называ-
ется квадратной. Число строк (число столбцов) квадратной матрицы называется 
порядком квадратной матрицы. 

Определение. Элементы квадратной матрицы nnaaa K,, 2211  образуют главную 
диагональ, а элементы 1121 ,, nnn aaa K−  – побочную диагональ. 

Определение. Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме тех, что 
стоят на главной диагонали, равны нулю называется диагональной матрицей. 

Определение. Диагональная матрица порядка n , у которой каждый элемент 
главной диагонали равен единице, а остальные элементы равны 0, называется 
единичной матрицей: 
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟
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⎞
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⎛

=×
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Определение. Прямоугольная матрица nmA ×  называется трапециевидной, если 
она имеет вид: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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000
0

0 2222

111211
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, 

где элементы rraaa K,, 2211  отличны от нуля. 

ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ 
Определение. Матрица, полученная из исходной заменой каждой ее строки 

столбцом с тем же номером, называется матрицей, транспонированной данной. 
Матрицу, транспонированную к матрице A , обозначают TA . 

Пример. Найти TA  для матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

14
01
32

A . 

Решение. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

103
412TA . 

 
Линейные операции 

Определение. Суммой двух матриц ( )ijnm aA =×  и ( )ijnm bB =×  называется мат-
рица ( )ijnm cBAC =+=×  такая, что ijijij bac += .  

Определение. Произведением матрица ( )ijnm aA =×  на число λ  называется 
матрица ( )ijnm bAB ==× λ  такая, что ijij ab λ= . 

Свойства линейных операций: 
1) ABBA +=+ ;                                               6) ( ) ( ) ( )AAA αββααβ == ; 
2) AA =+ 0 , где 0 – нулевая матрица;           7) ( ) AAA βαβα +=+ ; 
3) ( ) 0=−=−+ AAAA ;                                    8) ( ) TT AA αα = ; 
4) ( ) ( )CBACBA ++=++ ;                            9) ( ) TTT BABA +=+ . 
5) ( ) BABA ααα +=+ ; 
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Пример. Даны матрицы: ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
=

202
791

А  и ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=

430
112

B . 

Найти матрицу BAС −= 2 . 
Решение.  

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
⋅=

430
112

404
14182

430
112

202
791

2C  

 

.
834

15174
443004
11411822

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−−−
+−−−

=  

 
Умножение матриц 

Определение. Матрицы nmA ×  и knB ×  (в указанном порядке) называются согла-
сованными, если число столбцов матрицы nmA × равно числу строк матрицы knB × . 

Определение. Произведением матрицы ( )ijnm aA =×  на матрицу ( )ijkn bB =×  на-
зывается матрица ( )ijkm cABC ==×  такая, что  

njinjiji

n

p
pjipij babababac +++== ∑

=
K2211

1
. 

 

Пример. Даны матрицы: ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
=

123
102

А  и 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

15
01
24

B . Найти ABC = . 

Решение. 

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅−+⋅+⋅⋅−+−⋅+⋅
⋅+⋅+⋅−⋅+−⋅+⋅−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−•⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
=

1)1(02235)1()1(243
11002)2(51)1(04)2(

15
01
24

123
102

С  

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−−
++−++−

=
55
33

1065212
104508

. 

 
 

Свойства умножения матриц 
1) ( ) ( )BCACAB = ;                                    4) ( ) BCACCBA +=+ ; 
2) ;BAAB ≠                                            5) ( ) CBCABAC +=+ ;    
3) ( ) ( ) ( )BABAAB ααα == ;                    6) ( ) TTT ABAB = ; 
7) AEAAE == , где E  – единичная матрица. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ. 
Тема «Действия над матрицами» 

 

1)Даны матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

23
21
01

A , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

11
02
20

B , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

12
10
02

C . 

Найти    а) CBA −− 23 ;     б) CBA 342 −+ . 
 

2) Найти cba ,,  из уравнений: 

а)   ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
a

c
b

ca
b

ca
87

574
24

3
24

3
3 . 

 

б)   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

47
6
85

21

1

13

32
2 cca

c
ab . 

 
3) Выполнить действия: 

а)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− 61

50
21
13

;      б)  ( )762
2
1

3
−⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
− ;       в)  ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅−

1
4
3

541 ; 

г)  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−

04
01
10

21

3215
0432

. 

 
4) Найти матрицуC , заданную формулой: 

а) BABC T 3−= , если ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
43
21

A , ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
86
75

B . 

б) AABC T += , если ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
654
321

A , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

031
312
423

B . 

в) TBAC )( ⋅= , если 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

3
2
1

A , ( )312=B . 

 
5) Выполнить действие BAAB −  в том случае, когда это возможно. Объяснить 

полученный результат. 
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а)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
=

014
132

A ,   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=

04
50
13

21

B ;    б)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
=

23
10

,
43

21
BA ; 

 

в)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

400
520
121

A ,   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

001
021
112

B . 

 

6) Найти 2A  и 3A  для матрицы ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=

42
21

A . 

 
Ответы:  

1.а)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

75
51
45

;    1.б)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

34
110
88

;     

2.а) a=3,  b=-2,  c=2;    2.б)  a=2, b=0; c=2. 
 

3.а)  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

72
211

;    3.б)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

14124
762

21186
;    3.в)  –18;    3.г)  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
1115

76
.     

4.а)  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2625
14

;    4.б)  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
253650
101520

;    4.в)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

963
321
642

.     

5.а) Действие нельзя выполнить, т.к. матрицы AB  и BA  разного размера;     

5.б)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−− 915
19

;    5.в)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

123
1126
1011

;    6)  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

1210
1032A ; ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

2834
34233A . 

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ И ДОМАШНЕЙ РАБОТЫ 
Тема «Действия над матрицами» 

 

1) Найти матрицу TBBAD −= 2 , если ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
=

32
11

A , ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
=

241
512

C . 

2) Найти матрицу ABCD = , если ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=
112

031
A , 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3
2
1

B , ( )41=C . 
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3) Найти матрицу ( )TBCABD −= 3 , если  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
03
10

41
A , ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
=

21
12

B , ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=

020
111

C . 

4) Найти матрицу AAAB +−= 32 , если ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=
12
71

A . 

 
Ответы: 

1) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
104
827

;   2) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
41
287

;     3) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

510
117

228
    4) ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− 2928

9829
 

 

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 
Каждой квадратной матрице можно поставить в соответствие число, которое 

называется определителем этой матрицы. Обозначается определитель 

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MOMM

L

L

21

22221

11211

,  или  A   или Adet . 

Определитель 2-го порядка можно вычислить по правилу: 

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

−= . 

Определителя 3-го порядка можно найти по следующей формуле: 

( ) ( )322311332112312213322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

++−++=

 
Это правило можно изобразить графически: 

333231

222221

131211

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

aaa

aaa

aaa
−+

 

 
К сожалению, такой способ не пригоден для вычисления определителей 4-го, 

5-го и более высоких порядков. Прежде чем указать правило, которое позволит 
найти определитель любого порядка, рассмотрим понятие минора элемента и ал-
гебраического дополнения элемента матрицы. 
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Миноры элементов квадратной матрицы. Алгебраические дополнения 
Определение. Минором элемента ija  в квадратной матрице n -го порядка на-

зывается определитель матрицы ( )1−n -го порядка, полученной из исходной вы-
черкиванием i -й строки и j -го столбца, на пересечении которых находится дан-
ный элемент. Обозначают минор ijM . 

Пример. Дана матрица 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

141
123

102
A . Найти минор элемента ija . 

Решение.  2)1)(1(13
11
13

12 =−−−⋅
−

−
==M . 

 
Определение. Алгебраическим дополнением ijA  к элементу ija  называют 

число, найденное по следующему правилу: 
( ) ij

ji
ij MA +−= 1 . 

 

Пример. Дана матрица 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

350
423
121

A .  

Найти алгебраическое дополнение 21A элемента 21a . 
Решение. По определению алгебраического дополнения ( ) 2121

12
21 1 MMA −=−= + . 

115113
35

12
12 −=⋅−⋅−

−
==M . Тогда 1121 =A . 

 
Вычисление определителя произвольного порядка 

Теорема. Определитель матрицы n-го порядка равен сумме произведений эле-
ментов какой-либо строки (или столбца) на их алгебраические дополнения. 

ininiiiiii AaAaAaAaA K+++= 332211det  

Пример. Найти определитель матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

241
302
121

A . 

Решение. Найдем определитель, используя элементы второй строки: 

=
−

−
⋅−+

−
⋅−=⋅+⋅+⋅=

−

−
=

41
21

30
24
12

2302
241
302
121

det 232221 AAAA  

 
10)24(30)44(2 =−−+−−−= . 
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Простейшие свойства определителей 
1. TAA detdet = ; 
2. ( ) BAAB detdetdet ⋅= ; 
3.  Если все элементы некоторой строки (или столбца) равны нулю, то определи-

тель равен нулю. 
4. Если определитель имеет две одинаковые строки (или столбцы), то он равен 

нулю. 
5. Если элементы двух строк (или двух столбцов) определителя пропорциональ-

ны, то определитель равен нулю. 
6. Если в определителе поменять местами (переставить) две строки (или два 

столбца), то у определителя изменится знак. 
7.  Умножение всех элементов одной строки (столбца) определителя на любое 

число равносильно умножению определителя на это число. 
8. Если каждый элемент n -ой строки ( n -го столбца) определителя равен сумме 

двух слагаемых, то определитель может быть представлен в виде суммы двух 
определителей, первый из которых в n -й  строке ( n -м столбце) содержит пер-
вые из упомянутых слагаемых, а другой – вторые. Элементы, стоящие на ос-
тальных местах, у всех трех определителей одинаковые. 

9. Если к элементам некоторой строки (столбца) определителя прибавить элемен-
ты другой строки (столбца), умноженные на произвольное число, то определи-
тель не изменится. 

10. Сумма произведений элементов некоторой строки (столбца) на алгебраические 
дополнения другой строки (столбца) равна нулю. 

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ. 
Тема «Определители» 

 
1) Вычислить определители: 

а)  
43
21

;    б)  
35
61−

;    в)  
αα
αα

cossin
sincos

−
;    г)  

xx
xx

5cos8sin
5sin8cos −

;  

 

д)  
342
513
212

−

−
;    е)  

211
301

231
−

−
;    ж)  

132
053
211

−−

−
. 

 
2) Используя свойства определителей, вычислить: 

а)  

1391327
0000
9118153
1872 −

;       б)  

417113
5714
1521
4213

−

−

;   в)  

7531
1357
2419144
4838288

;    
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г)  

5745
5220
6091

1512

−
−
−

−

;   д)  

1231
2113
0112
1317

−
;    е)  

0140
5421
6931

1518
−−

−

. 

 
3) Решите уравнения:   

а)  0
15

42
=

−
−

x
x

;    б)  5
13

54
=

−−
−

xx
x

;    в)  20
312
034
124
=

+−

−−

x

x
. 

4) Для элементов матрицы ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
−

52
31

 найти все миноры и алгебраическое допол-

нение 12A . 

5) Для элементов матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

103
132
221

 найти алгебраическое дополнение 21A  и 

минор 32M . 

6) Для элементов матрицы 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

−

0132
4311
2023
1201

 найти алгебраическое дополне-

ние 33A  и минор 14M   
 
Ответы: 

1.а)  -2;     1.б)  -33;    1.в)  1;    1.г)  x3cos ;    1.д)  17;    1.е) -16;    1. ж)  10.    2.а)  0;    
2.б)  0;    2.в)  0;    2.г)  -138,    2.д)  -5,    2.е)  2438.    3.а)  6;3 21 =−= xx ;    3.б)  41 −=x ; 

42 =x ;    3.в)  18=x .    4)  2;1;3;2;5 1222211211 =−==−== AMMMM ;    5) ;221 =A  
532 −=M .    6)  1133 =A ; 1614 −=M . 

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ И ДОМАШНЕЙ РАБОТЫ 
Тема «Определители» 

 

1) Найти )det(AB  и )det(BA , если 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

2
2
1

A , а ( )234=B . 

2) Вычислить определители: 
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а)  
53
18

−
;    б)

xx
x 1 ;    в)  

600
2150
2042

;    г)  
987
654
321

. 

 
3) Решить уравнения: 

а)  0
34

25
=

−
−

x
x

;    б)  0
10

228
64

=−−
x

x
;    в)  2

121
013
24
=

−y

y
. 

 
4) Используя теорему о вычислении определителя, найти: 

а)  
312
110

321
−

−
;    б)  

131
142 −

cba
;    в)  

0111
1061
0141
3021

d
c
b
a

+
+

−+
+

. 

 
5) Используя свойства, вычислить определители рациональным способом: 

а)  
224
311
112

− ;    б)  
312
442
123

−
;    в) 

6541
5431
4321
1111

;    г)  

1011
2110
2011
1202

−−

; 

 

д)  

3111
1211
1111
1111

+
+

+

a
a

a
. 

 
6) Найти 22A , 32A , 13A  для данных матриц: 

а)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

512
143
212

;    б)  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
−

1212
2131

1312
2101

. 

 
Ответы: 

1)  6)det(;0)det( == BAAB .     2.а)  43;    2.б)  0;    2.в)  60;    2.г)  0;    3.а)  1;8 21 == xx ;     
3.б)  151 =x ; 162 =x ;    3.в)  4=x .     
4.а)  2;    4.б)  cba 237 +− ;    4.в)  dcba 161516510 ++−− ;    5.а)  0;    5.б)  6;    5.в)  0;    5.г)12.    
5.д)  aaa 23 23 ++ ;  6.а)  722 =A , 432 −=A , 513 −=A ;  6.б)  022 =A , 1532 =A , 413 −=A . 
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ОБРАТНАЯ МАТРИЦА. МАТРИЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
Определение. Пусть A  – квадратная матрица. Матрицу 1−A  называют обрат-

ной матрицей к матрице A , если EAAAA == −− 11 , где E  – единичная матрица. 
Определение. Пусть A  – квадратная матрица. Присоединенной матрицей к 

матрице A  называется матрица ( )TijAA =* , полученная транспонированием из 
матрицы, составленной из алгебраических дополнений ijA  к элементам ija . 

Теорема 1. Пусть A  – квадратная матрица и 0det ≠A , тогда существует един-
ственная обратная матрица 1−A . 

Теорема 2. Пусть A  – квадратная матрица. Если 0det ≠A , то 
*1

det
1 A

A
A ⋅=− . 

 

Пример. Дана матрица ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
−

=
14
21

A . Найти 1−A . 

 

Решение. Так как 07)4(21)1(
14
21

det ≠=−⋅−⋅−=
−
−

=A , то из теоремы 1 следует, 

что существует единственная обратная матрица 1−A . Для того, чтобы её найти, 
используем теорему 2.  
 

Найдем все алгебраические дополнения. 
1)1( 1111

11
11 ==−= + MMA                    4)4()1( 1212

21
12 =−−=−=−= + MMA  

 
2)2()1( 2121

12
21 −=−=−=−= + MMA              1)1( 2222

22
22 −==−= + MMA .  

 

Тогда 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=−

7
1

7
4

7
2

7
1

14
21

7
1

det
1

2212

21111

AA
AA

A
A . 

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ 
Тема «Обратная матрица. Матричные уравнения» 

 
1) Найти матрицы, обратные данным, и сделать проверку: 

а)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− 53

112
;    б)  ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
71
83

;    в)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
63
84

;    г)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

321
504
321

;    д)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1022
653
431

;     
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е)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

211
331
521

;    ж)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
511
323

215
. 

 
2) Найти при каких значениях λ  существуют матрицы, обратные к данным: 

а) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−

572
312

32 λ
;    б)  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

700
220
322

λ
λ

;   в)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+ 911
510
41

λ

λ
. 

 
3) Найти матрицу Х из матричного уравнения: 
 

а)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
31
02

10
11

X ;    б)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
⋅

31
02

10
11

X ; 

 

в)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
⋅⋅⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
42
21

210
211

20
11

X ;    г)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

7
0
7

120
132

321
X ; 

 

д)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−

13
22

01

213
223
121

X ;    е)  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅

189
2712
121
157

61
32

X . 

 
Ответы: 

1.а)  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
123

15
63
1 ;   1.б)  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
31
87

13
1 ;    1.в)  1−A  не существует;   1.г)  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

808
7617
101210

48
1 ; 

1.д)  1−A  не существует;    1.е)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−

514
835
913

7
1 ;    1.ж)  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

1345
92312
7313

67
1 .    2.а)  1−≠λ ; 

2.б)  2≠λ ;    2.в)  ни при каких λ .    3.а)  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

31
33 ;    3.б)  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
21
22 ;    3.в)  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
31
22 ;    

3.г)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

3
5

6
;    3.д)  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

61
11

42
;    3.е)  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

14
25
32
13

. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ И ДОМАШНЕЙ РАБОТЫ 
Тема «Обратная матрица. Матричные уравнения» 

 
1) Для матриц A , B , C  найти обратные матрицы, если  
 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

61
24

A ,    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
112
253
131

B ,    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
161
790

511
C . 

2) Найти матрицу ( ) 111 −−− −= ABABC , если 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

010
101
422

A ,  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

002
011
111

B . 

3) Решить матричные уравнения: 
 

а)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⋅⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− 141

312
21
01

X ;    б)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅

3
2
1

121
120

102
X ;     

в)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−
⋅⋅⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
421
101

121
020
311

12
11

X ;  г)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 1
2
2

111
634
422

X . 

 
4) Найти матрицу X  из уравнений: 

а) BCAX T =+ 2 , если ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
=

13
22

A ,  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

02
20
11

C ,  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

=
201

012
B ; 

б) TCCXAB =−3 , если ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

=
12

23
A ,  ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

42
01

B ,  ( )13=C ; 

 
Ответы: 

1)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
=−

41
26

22
11A ;  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

=−

457
111
123

1B ;  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
=−

959
747

522951
1С .    2)  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
000
000

C ;    

3.а) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 22

5
2

3
312

X ;   3.б)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2
7
2

6
1X ;   3.в)  ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

−−
=

141710
10710

24
1X ;  3.г)  

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−=

4
5

2
7
5

X . 

4.а)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

−−
=

852
072

4
1X ;    4.б)  ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−
=

148
1613

X . 



 16

РАНГ МАТРИЦЫ.ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ МАТРИЦЫ 
Определение. Минором k -ого порядка произвольной матрицы A  называется 

определитель, составленный из элементов этой матрицы, расположенных на пере-
сечении k строк и k  столбцов. 

Определение. Рангом матрицы А называется наибольший из порядков ее ми-
норов, не равных нулю.  

Ранг матрицы А обозначают )(Arang  или )(Ar . 
 

Определение. Элементарными преобразованиями матрицы  называют: 
1) Умножение некоторой строки (или столбца) на число, отличное от нуля. 
2) Прибавление к элементам одной строки элементов другой строки, умно-

женных на произвольное число. Прибавление к элементам одного столбца 
элементов другого столбца, умноженных на произвольное число. 

3) Перестановка местами двух строк (или столбцов) матрицы. 
 
Теорема. Элементарные преобразования не изменяют ранга матрицы. 

 
Отыскание ранга матрицы 

Для того чтобы найти ранг матрицы необходимо с помощью элементарных 
преобразований привести матрицу к трапециевидной форме, тогда, согласно тео-
реме о ранге матрицы, число ненулевых строк полученной матрицы равно рангу 
исходной матрицы. 

Пример. Найти ранг матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=

16202
0321
4111

A . 

Решение:  
 

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−++−
++−−−
−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
−

•+
816222022
40131211

4111

16202
0321
4111

~
.

2.

IстрIIстр

IстрШстр
 

 

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−−−
−

−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
=

•−

88442200
4210
4111

8420
4210
4111

~
.2. IIстрIIIстр

 

 

2)(
0000
4210
4111

=⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−
= Ar . 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ 
Тема «Ранг матрицы» 

 
1) Найти ранг матрицы: 
 

а)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
03
12

;    б)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

65
43
21

;    в)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

1264
423
841

;    г)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

90340
51321
41021

; 

д)  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

4220
0112
1101
6341

. 

2) При каких значениях α  ранг матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

64
021
312

α
 равен 2? 

 

3)  При каких значениях α  ранг матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−

363
22

121
α  равен 

а)  1;   б)  2;   в)  3? 
 
 
Ответы: 

1.а)  2)( =Ar ;    1.б)  2)( =Ar ;    1.в)  2)( =Ar ;    1.г)  2)( =Ar ;    1.е)  3)( =Ar . 
2)  2=α .    3.а)  4−=α ;    3.б)  4−≠α ;       3.в)  ни при каких α . 

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ И ДОМАШНЕЙ РАБОТЫ 
Тема «Ранг матрицы» 

 
1. Найти ранг матрицы: 
 

а)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 011
675
231

;    б)
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

1653
5123
0322

;    в)  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−

023
1005
731
514
402

;     
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г)  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−

0112
7341
6154

3211

. 

 
Ответы: 

1а)  2)( =Ar ;    1.б)  3)( =Ar ;    1.в)  2)( =Ar ;    1.г)  2)( =Ar . 
 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
Определение. Системой из m  линейных уравнений с n  неизвестными 

nxxx ,,, 21 K  называется система уравнений вида: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

,
,........................................

,
,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

L

L

L

,           (*) 

где числа ija  называются коэффициентами системы, а числа mbb K,1  – свободны-
ми членами. 

Определение. Решением системы (*) называется такой набор чисел 
( )nccc ,,, 21 K , что после подстановки ( )nccc ,,, 21 K  в каждое из уравнений системы 
вместо ( )nxxx ,,, 21 K , эти уравнения обращаются в верное тождество. 

Определение. Если система уравнений имеет хотя бы одно решение, то она 
называется совместной. Система, не имеющая ни одного решения, называется не-
совместной.  

Определение. Две системы линейных уравнений с одинаковым числом неиз-
вестных называются эквивалентными, если множества всех решений этих систем 
совпадают.  

Введем следующие обозначения: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

in

aaa

aaa
aaa

A

K

MOMM

L

L

21

22221

1211

 – матрица коэффи-

циентов (её называют также матрицей системы),  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nx

x
x

X
M
2

1

 – столбец неизвестных; 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mb

b
b

b
M
2

1

– столбец свободных членов, тогда 

систему линейных уравнений можно представить в виде матричного уравнения:  
bAX = . 
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Матричный метод решения 
Если система уравнений состоит из n  уравнений с n  неизвестными, т.е. мат-

рица A  – квадратная и 0det ≠A , то решение системы можно найти, используя 
формулу  

ABX =−1 . 
 

Решение системы по формулам Крамера 
 

Пусть система (*) состоит из n  уравнений с n  неизвестными, то есть матрица 
A  – квадратная. Обозначим через Δ определитель матрицы A , а через xiΔ  – опре-
делитель, полученный из определителя матрицы A  заменой i -го столбца столб-
цом свободных членов:  

 

=Δ xi

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) nninninn

nii

nii

aabaa

aabaa
aabaa

LLL

MMMMMMMM

MMMMMMMM

LLL

LLL

111

21221221

11111111

+−

+−

+−

 

 
Теорема. Пусть система (*) состоит из n  уравнений с n  неизвестными и 

0det ≠A , тогда система (*) имеет единственное решение, которое может быть 
найдено по формулам:  

Δ
Δ

= xi
ix . 

 

Пример.  Найти решение системы 
⎩
⎨
⎧

=+
−=−

72
1

21

21

xx
xx

 

 

Решение.  Выпишем матрицу системы ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=

12
11

A . Найдем её определитель.  

3
12
11
=

−
=Δ . 

Так как 0det ≠A , то для решения системы можем использовать формулы Кра-
мера. Для этого найдем 21, xx ΔΔ . 

6
17
11

1 =
−−

=Δ x ,    9
72
11

2 =
−

=Δ x . 

Тогда 2
3
61

1 ==
Δ
Δ

= xx , а 3
3
92

2 ==
Δ
Δ

= xx . 
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Решение произвольных систем линейных уравнений (метод Гаусса) 

Определение. Матрицу ( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mmnm

n

n

baa

baa
baa

bA

L

MMOM

L

L

1

2221

1111

|  называют расширенной 

матрицей системы. 
Теорема. (Кронекера–Капелли). Система линейных уравнений (*) совместна 

тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы равен рангу расширенной мат-
рицы системы: )|()( bArAr = . 

Имеет место следующий результат: 
Утверждение. Пусть n  – количество неизвестных. Если nbArAr == )|()( , то 

система имеет единственное решение, если nbArAr ≠= )|()( , то система имеет 
множество решений. 

Напомним, что элементарные преобразования над строками матрицы, описан-
ные в разделе «Ранг матрицы» не меняют ее ранга. Более того, справедливо сле-
дующее утверждение:  

Элементарные преобразования над строками расширенной матрицы системы 
не меняют решение системы. 

Решение произвольных систем заключается в том, что с помощью элементар-
ных преобразований над строками матрица ( )bA |  приводится к трапециевидной 
форме. После этого, используя теорему Кронекера–Капелли, проверяют систему 
на совместность. В том случае, когда система совместна, выписывается и решает-
ся система, эквивалентная трапециевидной форме матрицы ( )bA | . 

 
Пример. Исследовать систему уравнений, и, в случае её совместности, найти ре-
шение данной системы:  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=−+
−=−+

1622
032

4

31

321

321

xx
xxx

xxx
 

 
Решение: С помощью элементарных преобразований найдем ранг системы: 
 

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
⋅−−

⋅+
0000
0210
4111

8420
0210
4111

16202
0321
4111

~~
2

2

IIстрIIIстрIстрIIстр

IстрIIIстр
 

 
⇒==⇒ 2)|()( bArAr  система совместна.  

Так как nbArAr ≠= )|()( , где количество неизвестных 3=n , то система имеет 
множество решений.  
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Так как элементарные преобразования не меняют решения системы, то для то-
го чтобы найти множество решений, запишем систему, эквивалентную последней 
матрице:  

 

⎩
⎨
⎧

=−
−=−+

42
4

32

321

xx
xxx

 

 
Пусть 3x c= , тогда, выразив из второго уравнения 2x , а из первого – 1x , по-

лучим: 422 += cx , 84 321 −−=+−−= cxxx . 
Таким образом, решение системы можно записать в следующем виде: 

( )ccс ;42;8 +−− , где c  – любое число. 
 

ЗАДАЧИ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ 
Тема « Системы линейных алгебраических уравнений» 

 
1. Решить системы по формулам Крамера: 
 

а)  
⎩
⎨
⎧

=++
=++

0143
0132

21

21

xx
xx

;    б)  
⎩
⎨
⎧

=+
=−

1935
827

21

21

xx
xx

;    в)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+
=−+

043
54
432

321

321

321

xxx
xxx
xxx

; 

г)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−−
=+−

6
523

102

321

321

321

xxx
xxx

xxx
;    д)  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++
−=−+

13523
3342

23

321

321

321

xxx
xxx

xxx
. 

 
2) Исследовать каждую из систем и в случае совместности решить ее: 
 

а)  
⎩
⎨
⎧

=+−
=++
523

3436

321

321

xxx
xxx

;    б)  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+

=−

2357
1242

3

21

21

21

xx
xx

xx
;    в)  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=−+
=−+

25107
032
743

321

321

321

xxx
xxx
xxx

; 

 

г)  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=−−−
−=−−−

−=−−−
=++−

75747
42435

123
222

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

;    д)  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+−
=−++

=+−
=+−+

5283
723

327
232

4321

4321

421

4321

xxxx
xxxx

xxx
xxxx

; 
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е)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

0234
0345

023

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 ;    ж)  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
=++

055
0

032

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 ;    з)  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+−+
=+−+

=+++

0475
023
0557

05

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx

. 

 
Ответы: 

1.а)  (1;-1);    1.б)  (2;3);    1.в)  (1;1;1);    1.г)  (4;5;-3);    1.д)  (2;-1;1).  

2.а)  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

10
1518;

5
7; cc ;    2.б)  (4;1);    2.в)  несовместна;    2.г)  ( )0;;77;55 ccс −− ;     

2.д)  несовместна;    2.е)  ( )cсс ;2; − ;    2.ж)  (0;0;0);    2.з)  
( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−

3
4

;
3
5

;; 2121
21

cccc
cс . 

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ И ДОМАШНЕЙ РАБОТЫ 
Тема « Системы линейных алгебраических уравнений» 

 
1) Решить системы, используя формулы Крамера: 
 

а)  
⎩
⎨
⎧

=+
=+

243
152

yx
yx

;    б)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=−+
=−−

12495
342
10233

321

321

321

xxx
xxx
xxx

;    в)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=−−
=−+

232
132
323

321

321

321

xxx
xxx
xxx

; 

г)  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−++
=−++

=++−
=−−+

0344
0232

0
0

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

 

 
2) Найти при каких значениях k  система имеет единственное решение, или имеет 

множество решений или не имеет решений 

а)  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅+
=−+

=++

2
1625

5

31

321

321

xkx
xxx

xxx
;    б)  

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−+
=−−

22
33

12

321

321

321

xxx
xkxx

xxx
 

 
3) Исследовать системы и, в случае совместности, найти решения систем: 
 

а)  
⎩
⎨
⎧

=+−
=+−

232
12

321

321

xxx
xxx

;    б)  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
−=++
−=+−

223
132

22

321

321

321

xxx
xxx

xxx
;    в)  

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
−=−−

=−+

4323
12

12

321

321

321

xxx
xxx
xxx

; 
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г)  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+
=−+
=−+
=−+

1278
7532
9934
8852

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

;    д)  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−+
=+−
=−+

=−−+

32432
132
374

2352

4321

432

431

4321

xxxx
xxx
xxx

xxxx

. 

 
Ответы: 

1.а)  ( )1;6
7
1
−

− ;    1.б)  (5;1;1);    1.в)  (1;0;0);    1.г)  (0;0;0;0).     

2.а)  При 1−=k система имеет множество решений, при 1−≠k  – единственное решение;     
2.б)  при 2−≠k  система имеет единственное решение, при 2−=k  система несовместна.     
3.а)  ( )cсс ;2;5 ++ ;    3.б)  система несовместна;    3.в)  (1;2;1);    3.г)  (3;2;1);     

3.д)  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++−

21
2121 ;;

2
31;

4
73 сcсссс . 

 
 

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ 
1. Матрицы, размер матрицы, виды матриц. 
2. Линейные операции над матрицами. Сложение матриц. Умножение матрицы 

на число. Свойства линейных операций. 
3. Умножение матриц. Транспонирование матриц. Свойства умножения. 
4. Обратная матрица. Теорема о существовании обратной матрицы. 
5. Теорема об отыскании обратной матрицы. 
6. Определители. Правила отыскания определителей 2-го и 3-го порядков. 
7. Миноры и алгебраические дополнения элементов. 
8. Теорема об отыскании определителей произвольного порядка. 
9. Свойства определителей. 
10. Ранг матрицы. Элементарные преобразования матрицы. 
11. Системы линейных уравнений. Матричная форма записи систем линейных 

уравнений. 
12. Матричный метод решения систем. 
13. Формулы Крамера. 
14. Решение произвольных систем. Теорема Кронекера-Капелли. 
15. Метод Гаусса решения линейных систем. 
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