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Ââåäåíèå

Îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ïðî-
áëåìà P versus NP îòíîøåíèÿ êëàññà P çàäà÷, ðàçðåøèìûõ çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íà äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå, ñ êëàññîì
NP çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, ðàçðåøèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
íà íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå.
Ôóíäàìåíò òåîðèèNP -ïîëíûõ çàäà÷ çàëîæåí â ðàáîòå Ñ.Êóêà

[1], ãäå áûëè ââåäåíû êëàññ NP , ïîíÿòèÿ ïîëèíîìèàëüíîé
ñâîäèìîñòè è NP -ïîëíîé çàäà÷è, ò.å. çàäà÷è ê êîòîðîé ìîæåò
áûòü ñâåäåíà ëþáàÿ çàäà÷à èç êëàññà NP çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Ïîçäíåå îòíîñèòåëüíî øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ áûëà
äîêàçàíà èõ NP -ïîëíîòà, â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ è ê ðàññìàò-
ðèâàåìîé â ñòàòüå çàäà÷è �Ãàìèëüòîíîâ öèêë�. Íàèáîëåå ïîëíûì
ðóêîâîäñòâîì ïî òåîðèè NP -ïîëíîòû ÿâëÿåòñÿ ìîíîãðàôèÿ [3].
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîïðîñ �ßâëÿþòñÿ NP -ïîëíûå çàäà÷è

òðóäíîðåøàåìûìè?� ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ ñî-
âðåìåííîé ìàòåìàòèêè [2]. Äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ
ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì õîòÿ áû îäíîé NP -ïîëíîé çàäà÷è
áóäåò äîêàçàòåëüñòâîì ñîâïàäåíèÿ êëàññîâ P è NP .

Çàäà÷à �Ãàìèëüòîíîâ öèêë�

Óñëîâèå çàäà÷è �Ãàìèëüòîíîâ öèêë� ïðèâåäåíî âî ìíîãèõ
èñòî÷íèêàõ, â ÷àñòíîñòè â [3, c 66]:

• ÓÑËÎÂÈÅ: Äàí ïðîñòîé ãðàô G = (V,E).

• ÂÎÏÐÎÑ: Âåðíî ëè, ÷òî G ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ öèêë, ò.å.
òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈v1, v2, . . . , vn〉 âåðøèí ãðàôà G,
÷òî n = |V (G)|, {vi, vi+1} ∈ E(G) äëÿ âñåõ i : 0 ≤ i ≤ n− 2 è
{vn−1, v0} ∈ E(G).

Ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è �Ãà-
ìèëüòîíîâ öèêë� ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ïîëèíîìèàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ êëàññà NP . Èçâåñòíû íåóäà÷íûå ïîïûòêè
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû P versus NP [4] ñ èñïîëüçîâàíèåì çàäà÷è
�Ãàìèëüòîíîâ öèêë� [5]. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîëèíîìè-
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àëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è äîêàçàíà
åãî ðåçóëüòàòèâíîñòü.

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ öèêëà íà ãðàôå G

Ïóñòü C åñòü ïðîñòîé öèêë ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí

V (C) = {c0, c1, . . . , cn−1}

è ìíîæåñòâîì ðåáåð

E(C) =
{
{ci, c(i+1)%n} : i = 0, 1, . . . , n− 1

}
,

çäåñü a%b � îñòàòîê îò äåëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë a è b.
Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â ãðàôå G ãàìèëüòîíîâà

öèêëà ðàâíîñèëüíà çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ áèåêöèè

ϕ : V (C)↔ V (G) : {ϕ(ci), ϕ(c(i+1)%n)} ∈ E(G).

Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå çàäà÷è áóëåâîãî êâàäðàòè÷íîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïóñòü G � ãðàô, äîïîíèòåëüíûé ê ãðàôó G, ò.å. èìååò ìíîæåñòâî
âåðøèí V (G) = V (G) è ìíîæåñòâî ðåáåð E(G) = (V (G))2 \E(G).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó áóëåâîé îïòèìèçàöèè

F (x) =

n−1∑
i=0

 ∑
v,u: {v,u}∈E(G)

xivx
(i+1)%n
u

 → min
x∈D

, (1)

ãäå D îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé

(∀i = 0, 1, 2, . . . , n− 1)

 ∑
v∈V (G)

xiv = 1

 , (2)

(∀v ∈ V (G))

(
n−1∑
i=0

xiv = 1

)
, (3)

(∀i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, ∀v ∈ V (G))
(
xiv ∈ {0, 1}

)
. (4)
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Ïóñòü ϕ : V (C)→ V (G). Îïðåäåëèì x ñëåäóþùèì îáðàçîì

(∀i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, v ∈ V (G))
(
xiv = χ{v}(ϕ(i))

)
, (5)

ãäå χX(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà X .
Ãðóïïà îãðàíè÷åíèé (2), ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ

çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò òðåáîâàíèå, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ci ∈
V (C) ïîëó÷èò íàçíà÷åíèå. Ãðóïïà îãðàíè÷åíèé (3) ïðåäñòàâëÿåò
òðåáîâàíèå, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòó v ∈ V (G) íàçíà÷åí íåêîòîðûé
ýëåìåíò ci ∈ V (C). Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè F (x) ïðè ýòîì
ðàâíî êîëè÷åñòâó ðåáåð èç E(G), èìåþùèõñÿ â îáðàçå ϕ(C)
ðàçìåùàåìîãî öèêëà C. Åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, è
x∗ åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, òî F (x∗) = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
F (x∗) ≥ 1.

Ðåëàêñàöèÿ óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè

Àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ çà÷àñòóþ ñóùå-
ñòâåííî óïðîùàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê íåïðåðûâíûì ïîñòàíîâêàì.
Çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ

F (x)→ min
x∈D̃

, (6)

îòëè÷àþùóþñÿ îò çàäà÷è (1) îñëàáëåíèåì óñëîâèé öåëî÷èñëåííî-
ñòè (4) äî óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëó

(∀i ∈ J, ∀v ∈ V )
(
xiv ∈ [0, 1]

)
, (7)

íàçûâàþò ðåëàêñèðîâàííîé çàäà÷åé. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðå-
øåíèé D̃ ðåëàêñèðîâàííîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè
(2), (3) è (7), ò.å. D̃ ÿâëÿåòñÿ ïîëèòîïîì ïàðîñî÷åòàíèé â
ïîëíîì äâóäîëüíîì ãðàôå Knn. Êàæäîé âåðøèíå ïîëèòîïà D̃
ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë â ïîëíîì ãðàôå Kn, à çíà÷åíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè F (·) íà ëþáîé âåðøèíå ïîëèòîïà D̃ ðàâíû
êîëè÷åñòâó ðåáåð èç E(G) â ñîîòâåòñòâóþùåì åé ãàìèëüòîíîâîì
öèêëå.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, òî,

ñ ó÷åòîì íåîòðèöàòåëüíîñòè F (x) äëÿ x ∈ D, îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå ðåëàêñèðîâàííîé çàäà÷è

F̃ = min{F (x) : x ∈ D̃} = 0.
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Åñëè æå ãðàô G íåãàìèëüòîíîâ, òî

F̃ = min{F (x) : x ∈ vertex(D̃)} ≥ 1, (8)

ãäå vertex(D̃) ìíîæåñòâî âåðøèí ïîëèòîïà D̃. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ
òî÷êà ïîëèòîïà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà âûïóêëîé êîìáèíàöèåé
åãî âåðøèí, òî äëÿ íåãàìèëüòîíîâà ãðàôà áóäåì èìåòü

F̃ = min{C(x) : x ∈ D̃} =

min

C
 ∑
x∈vertex(D̃)

x · α(x)

 :
∑

x∈vertex(D̃)

α(x) = 1, α ≥ 0

 ≥
min

 ∑
x∈vertex(D̃)

C (x) · α2(x) :
∑

x∈vertex(D̃)

α(x) = 1, α ≥ 0

 ≥
min

 ∑
x∈vertex(D̃)

α2(x) :
∑

x∈vertex(D̃)

α(x) = 1, α ≥ 0

 ≥ 1

n!
.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî â äàííîé öåïî÷êå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
F (·) ïðåäñòàâëÿåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, ìàòðèöà êîòîðîé èìååò
íåîòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû. Âòîðîå íåðàâåíñòâî åñòü ñëåäñòâèå
íåðàâåíñòâà (8). Íàêîíåö, òðåòüå íåðàâåíñòâî åñòü ñëåäñòâèå òîãî,
÷òî

argmin

 ∑
x∈vertex(D̃)

α2(x) :
∑

x∈vertex(D̃)

α(x) = 1, α ≥ 0

 =

{
α(x) =

1

| vertex(D̃)|
=

1

n!
: x ∈ vertex(D̃)

}
.

Èçëîæåííîå âûøå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå F̃ ðåëàêñèðîâàííîé
çàäà÷è (1)-(7) ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì:

• åñëè F̃ = 0, òî ãðàô G = (V,E) ãàìèëüòîíîâ;

• åñëè F̃ ≥ 1
n!, òî ãðàô G = (V,E) íåãàìèëüòîíîâ.
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Ñëåäñòâèå 1. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå F̃ äîñòàòî÷íî âû÷èñ-
ëèòü ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 1/(3n!). Äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ C̃ òðåáóåòñÿ íå áîëåå
(2 + n log2 n) áèò.

Ðåëàêñèðîâàííàÿ çàäà÷à, èç-çà åå ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòè,
îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé äëÿ ðåøåíèÿ.

Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî çàäà÷à (1) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å áóëåâîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

FL(x, y) =

n−1∑
i=0

∑
v,u: {v,u}∈E(G)

yi (i+1)%n
v u → min

(x,y)∈D∩Y
, (9)

ãäå Y îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé

(∀i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, ∀v ∈ V )(∑
u∈V

yi (i+1)%n
v u = xiv,

∑
u∈V

yi (i+1)%n
u v = x(i+1)%n

v

)
. (10)

(∀i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, ∀v, u ∈ V )
(
yi (i+1)%n
u v ∈ [0, 1]

)
. (11)

Ãðóïïû îãðàíè÷åíèé (10)-(11) è (2)-(4) äàþò

(∀i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, ∀v, u ∈ V )
(
yi (i+1)%n
u v = xivx

(i+1)%n
u

)
. (12)

Îáðàòíî, ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé (2), èìååì

(∀i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, ∀v, u ∈ V )
(
yi (i+1)%n
u v = xivx

(i+1)%n
u

)
⇒(∑

u∈V

yi (i+1)%n
v u = xiv

∑
u∈V

x(i+1)%n
u = xiv,

∑
u∈V

yi (i+1)%n
u v = x(i+1)%n

v

∑
u∈V

xiu = x(i+1)%n
v

)
. (13)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî (12) äàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïî
îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(1) è (6) ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðåëàêñàöèÿ óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

FL(x, y)→ min
(x,y)∈D̃∩Y

, (14)

îòëè÷àþùóþñÿ îò çàäà÷è (9) îñëàáëåíèåì óñëîâèé öåëî÷èñëåííî-
ñòè (4) äî óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëó (7).
Ïîêàæåì âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ F̃L

çàäà÷è (14) äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ íàëè÷èÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà â
ãðàôå G.

F̃ = min
x∈D̃

F (x) = min
x∈D̃

n−1∑
i=0

∑
v,u: {v,u}∈E(G)

xivx
(i+1)%n
u

 ≤
min

(x,y)∈D̃∩Y

n−1∑
i=0

∑
v,u: {v,u}∈E(G)

xivx
(i+1)%n
u

 =

min
(x,y)∈D̃∩Y

n−1∑
i=0

∑
v,u: {v,u}∈E(G)

yi (i+1)%n
v u

 = F̃L

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî â äàííîé öåïî÷êå åñòü ñëåäñòâèå ñóæåíèÿ
îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, à ñëåäóþùåå çà íèì ðàâåíñòâî åñòü
ñëåäñòâèå (13).
Èçëîæåííîå âûøå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî

óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå F̃L çàäà÷è çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (14) ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì:

• åñëè F̃L = 0, òî ãðàô G = (V,E) ãàìèëüòîíîâ;

• åñëè F̃L ≥ 1
n!, òî ãðàô G = (V,E) íåãàìèëüòîíîâ.
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ãðàô G = (V,E) ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì,
òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (14), ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíîâó öèêëó.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ êëàññà NP

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èçâåñò-
íû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû: ìåòîä ýëëèïñîèäîâ [6, 7]
ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ O(N 6L2 log2L log2 logL) è ìå-
òîä âíóòðåííåé òî÷êè [8] ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ
O(N 3.5L2 log2L log2 log2L), ãäå N � ìàêñèìàëüíûé èç ðàçìåðîâ
ìàòðèöû çàäà÷è, L � ÷èñëî áèò, òðåáóåìîå äëÿ êîäèðîâàíèÿ
óñëîâèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ìàòðèöà çàäà÷è (6) èìååò 2n ñòðîê è n2 ñòîëáöîâ. Ìàòðèöà

îãðàíè÷åíèé îáëàñòè Y â óñëîâèÿõ çàäà÷ (9) è (14) èìååò n2

ñòðîê è n3 ñòîëáöîâ, ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå N = n2 +
n3 = O(n3). Ìàòðèöà óñëîâèé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ 0 − 1-ìàòðèöåé,
äëÿ êîäèðîâàíèÿ åå îäíîãî ýëåìåíòà äîñòàòî÷íî îäíîãî áèòà,
ñëåäîâàòåëüíî L = (2n + n2)(n2 + n3) = O(n5). Òàêèì îáðàçîì
âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(14) íå ïðåâîñõîäèò O(n20.5 log2 n log2 log2 n).

Òåîðåìà 1. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è �Ãàìèëüòîíîâ
öèêë� äëÿ ãðàôà G = (V,E) : |V | = n íå ïðåâîñõîäèò

O(n20.5 log2 n log2 log2 n).

Ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è �Ãà-
ìèëüòîíîâ öèêë� è NP -ïîëíîòà äàíîîé çàäà÷è äàþò äîêàçàòåëü-
ñòâî ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè âñåõ çàäà÷ êëàññà NP [1, 3].

Òåîðåìà 2. P = NP .

Çàêëþ÷åíèå

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿëîñü ïîñòðîåíèå áîëåå ïðîñòîãî äîêàçàòåëü-
ñòâà ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ êëàññà NP , à íå
ïîñòðîåíèå íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñëåäóåò áîëåå
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ïîëíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèôèêó çàäà÷è, à íå óíèâåðñàëüíûé
àëãîðèòì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïðèìåð áîëåå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ NP -òðóäíîé

êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèè âåðøèí äðåâîâèäíîé ñåòè
ïðèâåäåí â äîêëàäàõ [9, 10].
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